
Universidad Nacional Autónoma de México
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Aniquilación.
89 p
2011



iii

A mis maestros y mis padres,
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Caṕıtulo 1

Introducción

Este trabajo describe la cuantización del campo electromagnético para fines de la
óptica cuántica, junto con dos temas espećıficos relacionados a dicha área. Particular-
mente, describe a detalle la estructura anaĺıtica del operador de aniquilación, para el
cual se muestra la existencia de un bloque de Jordan infinito con valor propio igual
a cada número complejo, y se estudian a las cuadraturas en espacios de número de
fotones finito.

El caṕıtulo 2 revisa el proceso de cuantización del campo electromagnético en regio-
nes libres de carga, desde las ecuaciones de Maxwell hasta la formulación cuántica de la
dinámica de cada modo normal del campo. Se utiliza un proceso formal que no depende
de la solución clásica y, al no haber cargas, se evita toda referencia a los potenciales
electromagnéticos. Aśı, se presenta una formulación hamiltoniana de la dinámica del
campo, y su cuantización conforme al principio de cuantización canónica, puramente
en términos de los campos eléctrico y magnético, E y B.

Este enfoque difiere del presentado en algunos libros de texto de óptica cuántica
[21, 50] en que se trata a las componentes de Fourier del campo como cantidades
complejas desde el inicio – como deben de ser – pero se cuantiza directamente con los
campos, evitando las complicaciones que surgen si se consideran cargas y se cuantiza
con potenciales [9, 31]. La esperanza es dar una presentación clara y completa de la
cuantización del campo – salvo su interacción con la materia – accesible a estudiantes
con conocimientos básicos de mecánica anaĺıtica y cuántica.

El caṕıtulo 3 se enfoca en la estructura matemática de la descripción cuántica de
un único modo normal del campo, derivando todos los resultados a partir de la relación
de conmutación canónica [x̂, p̂] = i~. La primera parte del caṕıtulo recoge resultados
conocidos: en particular, el teorema de unicidad de von Neumann [57], que se presenta
en libros de texto [8, 15, 35, 36] salvo por el tratamiento de la degeneración en x̂, y
algunos resultados estándar sobre el oscilador armónico cuántico.

Después de eso, se construyen los estados coherentes del oscilador armónico co-
mo estados propios del operador de aniquilación, y se generalizan a una sucesión de
vectores propios generalizados, en el sentido de un bloque de Jordan, para cada valor
propio complejo. Posteriormente se estudian las propiedades anaĺıticas de estos estados

1
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2 1. Introducción

coherentes generalizados, incluyendo sus productos internos, relaciones de completez, y
evolución temporal, y se demuestra que coinciden con una clase de estados, los estados
de número desplazados, ya conocidos en la literatura.

En el caṕıtulo 4 se estudian a las cuadraturas – es decir, la posición de un oscilador
armónico, o el campo eléctrico o magnético de un modo normal del campo – cuando
se les restringe a espacios con un número finito de fotones. Se estudia su espectro y se
presenta una solución bastante elegante para su diagonalización.

En particular, se demuestra que su polinomio caracteŕıstico es – salvo por constantes
– igual a un polinomio de Hermite, y que dichos polinomios juegan un papel crucial al
encontrar los vectores propios. Se relaciona este procedimiento con formalismos más
generales y se estudia la forma exacta en que este operador y su espectro se acercan a
la forma del operador completo (la cuadratura sin restringir) cuando tiende a infinito
el número de fotones accesibles.

Finalmente, se incluyen dos apéndices. Uno incluye la derivación del producto in-
terno más general entre estados coherentes generalizados, que se presenta aparte por
consistir en cálculos largos y que no revelan nada particularmente nuevo sobre las
estructuras en juego.

Un segundo apéndice contiene los resultados más importantes utilizados en la cons-
trucción de los estados coherentes generalizados, y se incluye para ayudar al lector a
navegar las partes más técnicas de dicha construcción.



Caṕıtulo 2

Cuantización del campo
electromagnético

2.1. Descripción clásica

El campo electromagnético es útil para describir las fuerzas eléctricas y magnéticas
entre cargas y corrientes. Su descripción clásica es mediante dos campos vectoriales, el
campo de intensidad eléctrica E y el campo de inducción magnética B, y la asignación
de una carga eléctrica q a cada part́ıcula. Dichos elementos están controlados por las
ecuaciones de Maxwell [23, 46],

∇ ·B = 0 (2.1a)

∇×E = −∂B

∂t
(2.1b)

∇ ·E =
ρ

ε0
(2.1c)

∇×B = µ0J + µ0ε0
∂E

∂t
, (2.1d)

donde ρ es la densidad de carga y J es la densidad de corriente, y por la fuerza de
Lorentz, que actúa sobre una part́ıcula de carga q y velocidad v,

F = qE + qv ×B. (2.2)

Con esta estructura básica se construye la teoŕıa electromagnética clásica, que ex-
plica con toda la precisión necesaria una gama muy amplia de fenómenos. Sin embargo,
hay algunos fenómenos que hacen necesaria una versión cuántica de esta teoŕıa, entre
los cuales quizá el más evidente es la radiación de cuerpo negro, que dio base a toda
la mecánica cuántica.

Consideramos por simplicidad, de entrada, una región cúbica del espacio, de lado
L, sin cargas en su interior. En ese caso, la dinámica del campo se describe por las

3



4 2. Cuantización del campo electromagnético

ecuaciones de Maxwell en el vaćıo,

∇ ·B = 0 (2.3a)

∇×E = −∂B

∂t
(2.3b)

∇ ·E = 0 (2.3c)

∇×B = µ0ε0
∂E

∂t
. (2.3d)

Este es un sistema de ecuaciones diferenciales parciales de primer orden, y como
tal requiere condiciones iniciales y de frontera para especificar su solución, E(x, t)
y B(x, t), únicamente. Las primeras son esenciales para cualquier sistema dinámico,
mientras que las segundas son condiciones puramente geométricas, y por ello cambian
según la situación que se desee describir.

Consideraremos, por sencillez, condiciones de frontera periódicas, que requieren
que ambos campos, y sus derivadas, sean iguales en puntos opuestos de la frontera. Sin
embargo, esa no es la única opción razonable; por ejemplo, puede pedirse que ambos
campos se anulen en la frontera, lo cual corresponde a que la región en consideración
sea el interior de una cavidad con paredes reflejantes.

La solución clásica de este sistema es mediante la descomposición de E y B en se-
ries de Fourier: como soluciones a un sistema de ecuaciones diferenciales, se les supone
continuamente diferenciables tanto en el tiempo como en el espacio, de modo que pue-
den expresarse como combinación lineal de funciones trigonométricas. En particular,
puede escribirse

E(x, t) =
∑
k

Ek(t)eik·x y (2.4a)

B(x, t) =
∑
k

Bk(t)eik·x, (2.4b)

donde E−k(t) = Ek(t)∗ y B−k(t) = Bk(t)∗ para asegurar que E(x, t) y B(x, t) sean
reales, y k recorre un conjunto discreto de vectores en R3 que queda fijado por las
condiciones de frontera.

En nuestro caso, con condiciones de frontera periódicas, los vectores de onda admi-
sibles son k = 2π

L (mx,my,mz) para enteros mx,my,mz. Si se tuvieran, por ejemplo, pa-
redes reflejantes en la frontera, los vectores de onda admisibles son k = π

L(mx,my,mz)
para enteros mx,my,mz, y las condiciones sobre Ek(t) y Bk(t) cambian. En general,
sin embargo, se tiene un conjunto numerable y discreto de vectores de onda.

En términos de las componentes de Fourier de los campos, las ecuaciones de Max-
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well se expresan

k ·Bk = 0

ik×Ek = −dBk

dt
k ·Ek = 0

ik×Bk = µ0ε0
dEk

dt
,

y pueden separarse derivando:

d2Ek

dt2
=

d

dt

1

µ0ε0
ik×Bk =

i

µ0ε0
k× dBk

dt
= − i

µ0ε0
k× (ik×Ek)

=
1

µ0ε0
[(k ·Ek)k− (k · k)Ek] = − |k|

2

µ0ε0
Ek,

es decir,

d2Ek

dt2
+ ω2

kEk = 0 (2.5)

para ωk = |k|/√µ0ε0 = c|k|. Análogamente, se tiene

d2Bk

dt2
= − d

dt
ik×Ek = −ik× dEk

dt
= − i

µ0ε0
k× (ik×Bk)

=
1

µ0ε0
[(k ·Bk)k− (k · k)Bk] = − |k|

2

µ0ε0
Bk = −ω2

kBk(t). (2.6)

Sin embargo, Ek y Bk no son funciones independientes: si se conoce Ek(t) puede
encontrarse Bk(t) mediante la expresión

ik× dBk

dt
= −ik× (ik×Ek) = (k ·Ek)k− (k · k)Ek = −|k|2Ek. (2.7)

Más aún, ambas funciones deben cumplir k · Bk = 0 = k · Ek. Por ello pueden
escogerse dos vectores unitarios ek1 y ek2 para cada vector de onda k de manera que
Ek(t) = Ek1(t)ek1 + Ek2(t)ek2, Bk(t) = Bk1(t)ek1 +Bk2(t)ek2, y k · ek1 = k · ek2 =
ek1 · ek2 = 0. Dichos vectores pueden ser reales, en cuyo caso representan luz de pola-
rización lineal, pero en general serán complejos, representando polarización eĺıptica.

Aqúı es importante notar que en general los vectores de polarización dependen
de la posición y que es únicamente en coordenadas cartesianas que pueden suponerse
constantes. Por ello, entre otras razones, el desarrollo de aqúı en adelante sólo se
generaliza a otras geometŕıas con bastante esfuerzo, por lo que es tema para otro
trabajo.
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2.2. Contenido energético

El elemento final de la descripción básica de la dinámica clásica del campo es su

contenido energético, dado por la expresión H = 1
2

∫
V

(
ε0E ·E + 1

µ0
B ·B

)
dV . Dicha

expresión puede ser simplificada en este contexto, recordando que
∫ L

0 eik·xeik
′·xdx =

Lδk,−k′ cuando k = 2πm/L con m entero, como ocurre aqúı. Por ello,

H =
1

2

∫
V

(
ε0E ·E +

1

µ0
B ·B

)
dV (2.8)

=
1

2

∫
V

[
ε0

(∑
k

Ek(t)eik·x

)
·

(∑
k′

Ek′(t)e
ik′·x

)
+

1

µ0

(∑
k

Bk(t)eik·x

)
·

(∑
k′

Bk′(t)e
ik′·x

)]
dV

=
L3

2

∑
k

[
ε0|Ek|2 +

1

µ0
|Bk|2

]
=
L3

2

∑
k

[
ε0(|Ek1|2 + |Ek2|2) +

1

µ0
(|Bk1|2 + |Bk2|2)

]
(2.9)

=
L3

2

∑
k,s

[
ε0|Eks|2 +

1

µ0
|Bks|2

]
. (2.10)

Para obtener esta expresión utilizamos, en la tercera igualdad, las relaciones E−k(t) =
Ek(t)∗ y B−k(t) = Bk(t)∗. Aśımismo, estas implican que |Ek| = |E−k| y |Bk| = |B−k|,
de modo que en la última suma cada término |Eks|2 o |Bks|2 aparece dos veces.

En la electrodinámica con cargas, el cambio temporal de esta cantidad da el trabajo
realizado por el campo sobre las cargas menos la potencia radiada por las mismas (igual
al flujo del vector de Poynting, S = 1

µ0
E×B, en la frontera de V ), lo cual la identifica

como la enerǵıa del campo y por lo tanto como la enerǵıa total del sistema en ausencia
de cargas.

Sin embargo, existe una motivación mucho más sencilla para llamarle a (2.10) la
enerǵıa de este sistema dinámico, ya que actúa como su hamiltoniano. Para hacer esto
concreto, notamos primero que la relación (2.7) puede escribirse como

−|k|2(Ek1(t)ek1 + Ek2(t)ek2) = −|k|2Ek(t) = ik× dBk

dt

= ik× d

dt
[Bk1(t)ek1 +Bk2(t)ek2] =

dBk1

dt
ik× ek1 +

dBk2

dt
ik× ek2

= −i|k|dBk2

dt
ek1 + i|k|dBk1

dt
ek2 si {k, ek1, ek2} es un sistema derecho.

Entonces, definiendo σks = − 1
|k| (k× eks′) · e∗ks (escogiendo de aqúı en adelante

s′ = 2 si s = 1, y viceversa), que puede suponerse real y en general es igual a ±1, lo
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anterior se escribe

|k|Eks = iσks
dBks′

dt
, (2.11)

de modo que si se identifica a Bks, donde s = 1, 2 y k recorre los vectores de on-
da admisibles, como la “posición” del sistema, entonces las coordenadas Eks pueden
pensarse como su “momento”.

2.3. Descripción hamiltioniana

Para hacer esto preciso, definimos variables canónicas qks(t) = αkBks(t) (donde αk

es una constante de normalización por determinar). Aqúı hay que tener cuidado, pues
dichas variables son complejas, lo cual altera ligeramente el formalismo hamiltoniano.
Además sabemos que para que el campo sea una función real de la posición debe tenerse
q−ks = q∗ks por lo que únicamente la mitad de las qks serán variables independientes,
aunque esto no es una preocupación inmediata.

Con variables complejas, las ecuaciones de Hamilton se expresan
q̇ =

∂H

∂p∗

ṗ = −∂H
∂q∗

,

(2.12)

(2.13)

donde en el hamiltioniano H, igual a la enerǵıa del sistema, se consideran a q, q∗, p
y p∗ como variables independientes al tomar las derivadas parciales. Aśı, nos interesa
calcular las derivadas parciales

∂H

∂E∗ks
= ε0V Eks y

∂H

∂B∗ks
=
V

µ0
Bks,

donde V = L3. El factor de 1
2 de la ecuación (2.10) desaparece pues cada término

aparece dos veces, y aunque al derivar con respecto a E∗ks en este formalismo debe
tratarse a Eks como constante, tenemos E−ks = E∗ks.

Con esta nueva notacion, la ecuación (2.11) se escribe

dqks
dt

= αk
dBks

dt
= −iσks′αk|k|Eks′ = −iσks′αk|k|

1

ε0V

∂H

∂E∗ks′
= − ∂H

∂p∗ks
,

si se escoge pks =
−iσks′ε0V
αk|k| Eks′ . Para asegurar que se cumpla la otra ecuación de

Hamilton, calculamos

dpks
dt

=
−iσks′ε0V
αk|k|

dEks′

dt
=
−iσks′ε0V
αk|k|

d

dt

iσks′

|k|
dBks

dt
=

ε0V

αk|k|2
d2Bks

d2t

Es aqúı donde resulta necesario recurrir a nuestra descripción anterior del campo,
codificada en las ecuaciones (2.5) y (2.6). Con la segunda, lo anterior se reduce a

dpks
dt

= −
ε0V ω

2
k

αk|k|2
Bks = −ε0V c

2

αk
Bks = − 1

αk

V

µ0
Bks,
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misma que puede expresarse de la forma

dpks
dt

= − 1

αk

∂H

∂B∗ks
= − ∂H

∂q∗ks

sin importar el valor de αk.

Encontramos aśı que, de manera “natural”, al escoger al momento pks conjugado a
qks de manera apropiada para satisfacer la primera ecuación (“cinemática”) de Hamil-
ton, la segunda ecuación (“dinámica”)1 resulta equivalente a la dinámica del campo,
descrita por (2.6). Sin embargo, lo natural de este hecho es una ilusión, ya que en estos
cálculos la forma espećıfica del hamiltoniano es crucial; más bien, esta coincidencia es
exactamente la justificación para escoger a (2.10) como el hamiltoniano del sistema.

Esto zanja, en buena medida, la pregunta del significado de la “enerǵıa” que se le
pueda asignar al campo electromagnético en esta situación. Como sistema dinámico,
el campo admite una descripción hamiltoniana: es decir, a través de pares de coorde-
nadas conjugadas cuya evolución se gobierna por una función real de las mismas, el
hamiltoniano, a través de las ecuaciones de Hamilton. Como dicho hamiltoniano no
depende expĺıcitamente del tiempo, el teorema de Noether garantiza la existencia de
una cantidad conservada por la dinámica; dicha cantidad es la que normalmente se
identifica como enerǵıa y es exactamente el hamiltoniano.

En términos de las variables canónicas, el hamiltoniano se expresa

H =
V

2

∑
k,s

[
ε0|Eks|2 +

1

µ0
|Bks|2

]

=
V

2

∑
k,s

[
ε0

∣∣∣∣ αk|k|
−iσksε0V

pks′

∣∣∣∣2 +
1

µ0

∣∣∣∣qksαk

∣∣∣∣2
]

=
1

2

∑
k,s

[
ε0V

α2
k|k|2

ε20V
2
|pks|2 +

V

µ0α2
k

|qks|2
]

=
1

2

∑
k,s

[
α2
k|k|2

ε0V
|pks|2 +

V

µ0α2
k

|qks|2
]
.

Aqúı se toma, para llevar al hamiltoniano a su forma estándar, αk =
√
ε0V /|k|, de

modo que

H =
1

2

∑
k,s

[
|pks|2 +

V |k|2

µ0ε0V
|qks|2

]
=

1

2

∑
k,s

[
|pks|2 + c2|k|2|qks|2

]
1Estos nombres se justifican fácilmente observando el hamiltoniano de una part́ıcula en una dimen-

sión, H = p2/2m + V (q), para el cual la primera ecuación es q̇ = p/m, que refleja básicamente la
definición del momento y por ello la cinemática de la part́ıcula; la segunda ecuación es la segunda Ley
de Newton, ṗ = −dV

dq
, y como tal describe la dinámica del problema.
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⇒ H =
1

2

∑
k,s

[
|pks|2 + ω2

k|qks|2
]
. (2.14)

(Esto implica que las dimensiones de αk son [αk] =
[√

ε0V/|k|2
]

= m5/2
[√
ε0
]

=

m5/2 C/kg1/2m3/2s−1 = kg−1/2 m s C, lo cual hace que las dimensiones de qks sean
[qks] = [αkBks] = kg−1/2 m s C[Bks] = kg−1/2 m s [QBks] = kg−1/2 m s [F/v] = kg1/2m,
es decir, dimensiones de posición salvo por un factor de

√
masa. Ello corresponde al

hecho de que la forma estándar del hamiltoniano es la de un oscilador armónico de
masa unitaria. Análogamente, [pks] = kg1/2ms−1.)

En resumen, entonces, la dinámica clásica del campo electromagnético libre en una
región finita se describe mediante pares conjugados de coordenadas canónicas, qks y
pks, proporcionales a las componentes de Fourier de los campos magnético y eléctrico,
Bks = (|k|/

√
ε0V )qks y Eks = (iσks/

√
ε0V )pks′ , que dan lugar a los campos mediante

sus series de Fourier,

E(x, t) =
∑
k,s

Eks(t)ekse
ik·x y

B(x, t) =
∑
k,s

Bks(t)ekse
ik·x.

Las variables conjugadas obedecen las ecuaciones de Hamilton,
dpks
dt

= − ∂H

∂q∗ks
dqks
dt

=
∂H

∂p∗ks
,

con un hamiltoniano de oscilador armónico en cada par de variables,

H =
1

2

∑
k,s

[
|pks|2 + ω2

k |qks|
2
]
.

2.4. La solución clásica

Los resultados anteriores expresan la dinámica del campo electromagnético en cuan-
to a la forma clásica de describirla y las ecuaciones que la gobiernan, pero hasta ahora
no se han resuelto dichas ecuaciones. Antes de trasladar la dinámica ya obtenida al
dominio cuántico, nos enfocamos en presentar algunos detalles de la solución clásica.

Dejando de lado, de momento, la descripción hamiltoniana, consideremos la dinámi-
ca del campo eléctrico, únicamente. Ésta puede resumirse en su serie de Fourier (2.4a),

E(x, t) =
∑
k

Ek(t)eik·x,
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y la ecuación de oscilador armónico tridimensional (2.5) que gobierna las componentes
de la serie,

d2Ek

dt2
+ ω2

kEk = 0,

bajo la restricción de que k ·Ek = 0. Adicionalmente, debe cumplirse E−k = Ek
∗ para

asegurar que el campo sea real.

La solución de este problema es bien conocida. Cada componente del campo oscila
senoidalmente, y las distintas componentes cartesianas de un mismo modo de Fourier
lo hacen a la misma frecuencia aunque no necesariamente con la misma fase. Por ello
la solución general es

Ek(t) = E+
k e
−iωkt + E−k e

+iωkt, (2.15)

donde no se requiere que las constantes E+
k y E−k sean conjugados, ya que Ek puede ser

complejo. En cambio, lo que debe ocurrir es que E+
−k = E−k

∗
y E−−k = E+

k
∗
. Además,

debe tenerse k ·E−k = k ·E+
k = 0.

Ahora bien, la serie de Fourier de E puede reacomodarse de manera que sea evidente
que el campo es real, juntando en un mismo término los sumandos correspondientes a
los vectores de onda k y −k. Para ello, se escoge uno de cada par de vectores {k,−k} de
manera arbitraria pero fija (por ejemplo, se toman aquellos con coordenada x positiva).
Entonces, si denotamos con

∑
k

/
a la sumatoria únicamente sobre los vectores elegidos

(es decir, sobre uno de cada par {k,−k}), se tiene

E(x, t) =
∑
k

Ek(t)eik·x =
∑
k

/ [
Ek(t)eik·x + E−k(t)e−ik·x

]
.

De ah́ı, sustituyendo la solución (2.15) se obtiene

E(x, t) =
∑
k

/ [
Ek(t)eik·x + E−k(t)e−ik·x

]
=
∑
k

/ [(
E+

k e
−iωkt + E−k e

+iωkt
)
eik·x +

(
E+
−ke

−iωkt + E−−ke
+iωkt

)
e−ik·x

]
=
∑
k

/ [
E+

k e
i(k·x−ωkt) + E+

−k
∗
ei(k·x+ωkt) + E+

−ke
i(−k·x−ωkt) + E+

k
∗
ei(−k·x+ωkt)

]
,

ya que E+
−k = E−k

∗
y E−−k = E+

k
∗
. Luego, intercambiando el segundo y cuarto términos,

se tiene

E(x, t) =
∑
k

/ [
E+

k e
i(k·x−ωkt) + E+

k
∗
ei(−k·x+ωkt) + E+

−ke
i(−k·x−ωkt) + E+

−k
∗
ei(k·x+ωkt)

]
.

Aqúı los segundos dos términos son iguales a los primeros dos, cambiando k por −k,
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de modo que los podemos juntar, recuperando una suma sobre todas las k:

E(x, t) =
∑
k

[
E+

k e
i(k·x−ωkt) + E+

k
∗
e−i(k·x−ωkt)

]
=
∑
k

[(
E+

k e
−iωkt

)
eik·x +

(
E+

k e
−iωkt

)∗
e−ik·x

]
=
∑
k

[
E+

k (t)eik·x + E+
k (t)∗e−ik·x

]
= 2 Re

[∑
k

E+
k (t)eik·x

]
,

donde E+
k (t) = E+

k e
−iωkt cumple la ecuación diferencial

dE+
k (t)

dt
+ iωkE+

k (t) = 0.

Es decir, E+
k (t) está en el kernel del operador diferencial d

dt + iωk, uno de los dos
factores del operador

d2

dt2
+ ω2

k =

(
d

dt
+ iωk

)(
d

dt
− iωk

)
=

(
d

dt
− iωk

)(
d

dt
+ iωk

)
,

en cuyo kernel se encuentra Ek(t). Análogamente, E−k (t) = E+
k e

+iωkt está en el kernel
de d

dt−iωk. E+
k (t) y E−k (t) se conocen como las partes de frecuencia positiva y negativa,

respectivamente, de Ek(t).

Aśı, puede verse al campo eléctrico como la suma de componentes de Fourier os-
cilando todas con frecuencia positiva. Esto es equivalente a ver al campo como com-
binación lineal de ondas viajeras: E(x, t) =

∑
k 2 Re

[
E+

k e
i(k·x−ωkt)

]
, tomando como

distintas a las ondas que viajan en direcciones opuestas.

Es importante notar que para lograr esta separación del campo en componentes
de frecuencia positiva y negativa fue necesario resolver clásicamente la dinámica del
campo. En particular, eso implica que la descripción del campo posterior a la solución
no puede ser cuantizada canónicamente. Esto se debe a que la cuantización canónica
se realiza al nivel del hamiltioniano y sus variables, pero no de sus soluciones.

2.5. Cuantización

Consideramos ahora la versión cuántica del sistema que hemos descrito hasta ahora.
Tenemos ya la descripción hamiltoniana del campo dentro de la cavidad, que se resume
en las ecuaciones al final de la sección 2.3; a partir de ella obtendremos la descripción
cuántica mediante el proceso de cuantización canónica.

Este procedimiento requiere de un sistema hamiltoniano, es decir, un sistema des-
crito por pares de variables conjugadas y una función escalar de ellas, el hamiltoniano,
cuya dinámica obedece las ecuaciones de Hamilton; con estos elementos, se reemplazan
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las coordenadas canónicas q y p por operadores autoadjuntos q̂ y p̂ en un espacio de
Hilbert, que deben cumplir con el conmutador canónico

[q̂, p̂] = i~. (2.16)

Sin embargo, nuestra situación no es exactamente esa, ya que nuestras variables

canónicas, qks =
√
ε0V
|k| Bks y pks = −iσks′

√
ε0V Eks′ , son cantidades complejas, y sepa-

rarlas en sus partes real e imaginaria rompe la simetŕıa entre ellas.2 Para atacar este
problema, en vez de separar artificialmente dichas variables, consideramos la cuanti-
zación canónica estándar en términos de variables complejas, siguiendo el tratamiento
en [9, pp. 87-90].

Consideramos, entonces, un sistema hamiltoniano con variables canónicas q1, q2 y
p1, p2, lagrangiano L y hamiltoniano H. Definimos entonces una posición compleja
mediante

Q =
1√
2

(q1 + iq2) .

El cambio de variable es invertible si se consideran a Q y Q∗ como variables indepen-
dientes: {

q1 = 1√
2

(Q+Q∗)

q2 = 1
i
√

2
(Q−Q∗) .

Entonces, con este formalismo, quedan claras las identificaciones

∂

∂Q
=

∂q1

∂Q

∂

∂q1
+
∂q2

∂Q

∂

∂q2
=

1√
2

(
∂

∂q1
− i ∂

∂q2

)
y

∂

∂Q∗
=

∂q1

∂Q∗
∂

∂q1
+
∂q2

∂Q∗
∂

∂q2
=

1√
2

(
∂

∂q1
+ i

∂

∂q2

)
.

Quisiéramos definir, además, un momento complejo conjugado a Q, cuya definición
natural es P = 1√

2
(p1 + ip2), lo cual hace a p1 y p2 equivalentes a P y P ∗ de manera

idéntica. Las ecuaciones de Hamilton para Q y P son entonces

dQ

dt
=

1√
2

(
dq1

dt
+ i

dq2

dt

)
=

1√
2

(
∂H

∂p1
+ i

∂H

∂p2

)
=

∂H

∂P ∗
, y

dP

dt
=

1√
2

(
dp1

dt
+ i

dp2

dt

)
= − 1√

2

(
∂H

∂q1
+ i

∂H

∂q2

)
= − ∂H

∂Q∗
,

como ya hab́ıamos escrito.
Ahora bien, al cuantizar el sistema mediante la cuantización canónica, con respecto

a q1, q2 y p1, p2, se obtienen q̂1, q̂2 y p̂1, p̂2, que cumplen el conmutador [q̂i, p̂j ] = i~δij . La
posición y el momento complejos, en cambio, tendrán su contraparte en los operadores

Q̂ =
1√
2

(q̂1 + iq̂2) y P̂ =
1√
2

(p̂1 + ip̂2) ,

2 Esta simetŕıa es, de hecho, una simetŕıa de traslación: si se mueve la caja, cambiando x por x + x0,
en la suma (2.4) eso equivale a cambiar Ek por Eke

ik·x0 , lo cual mezcla las partes real e imaginaria
de cada variable canónica.
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respectivamente, que no necesitan ser autoadjuntos al ser Q y P complejas; los adjuntos
de Q̂ y P̂ ,

Q̂† =
1√
2

(q̂1 − iq̂2) y P̂ † =
1√
2

(p̂1 − ip̂2) ,

corresponden, por supuesto, a Q∗ y P ∗, respectivamente.
Entonces el conmutador canónico debe ser reemplazado por los varios conmutadores

entre Q̂, P̂ , y sus adjuntos:

[Q̂, Q̂†] =
1

2
[q̂1 + iq̂2, q̂1 − iq̂2] = 0,

[P̂ , P̂ †] =
1

2
[p̂1 + ip̂2, p̂1 − ip̂2] = 0,

[Q̂, P̂ ] =
1

2
[q̂1 + iq̂2, p̂1 + ip̂2] = 0,

[Q̂†, P̂ †] =
1

2
[q̂1 − iq̂2, p̂1 − ip̂2] = 0,

[Q̂, P̂ †] =
1

2
[q̂1 + iq̂2, p̂1 − ip̂2] = i~,

[Q̂†, P̂ ] =
1

2
[q̂1 − iq̂2, p̂1 + ip̂2] = i~.

De estos conmutadores, los primeros dos pudieran parecer triviales, pero no lo
son: como Q y P conmutan con sus adjuntos, son operadores normales y por ello son
diagonalizables; esto es exactamente lo mismo que decir que q̂1 y q̂2 (o p̂1 y p̂2) son dia-
gonalizables simultáneamente. El conmutador [Q̂, P̂ †] = i~, por supuesto, es el crucial,
en cuanto encarna el carácter cuántico de este sistema, pero los seis conmutadores de
arriba son importantes si se intenta recuperar el conmutador original (2.16).

Regresando ahora al campo electromagnético, obtenemos aśı que la cuantización
canónica requiere de la existencia de operadores q̂ks y p̂ks para cada modo, mismos
que deben obedecer el conmutador

[q̂ks, p̂
†
k′s′ ] = i~δkk′δss′ .

Igualmente, el hamiltoniano del sistema será ahora el operador

Ĥ =
1

2

∑
k

[
p̂ksp̂

†
ks + ω2

kq̂ksq̂
†
ks

]
=
∑
ks

/ [
p̂ksp̂

†
ks + ω2

kq̂ksq̂
†
ks

]
,

donde al igual que en la sección anterior el śımbolo
∑

ks

/
indica que se suma sobre

únicamente uno de cada par de vectores {k,−k}.
Más adelante, en el caṕıtulo 3, entraremos a detalle en las consecuencias que tiene la

estructura impuesta por la cuantización canónica sobre el sistema y, en particular, sobre
el espacio de Hilbert en el que actúan los operadores. Por el momento, sin embargo, nos
enfocamos en replicar, del lado cuántico, la separación en partes de frecuencia positiva
y negativa que logramos hacer del campo eléctrico de cada modo usando la solución
clásica.
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Para esto, por supuesto, necesitamos la solución cuántica a la evolución temporal
del sistema. Para atacar este problema utilizamos el esquema de Heisenberg, pues nos
permite evitar el uso de vectores de estado (es decir, funciones de onda) y preocuparnos
sobre exactamente qué pueden ser dichos vectores en otro momento.

Aśı, postulamos la evolución temporal de todo operador Â como la ecuación de
Heisenberg,

i~
d

dt
Â(t) =

[
Â(t), Ĥ

]
+ i~

∂Â

∂t
(2.17)

Nos interesan particularmente las evoluciones temporales de las coordenadas canónicas,
gobernadas por

i~
d

dt
q̂ks =

[
q̂ks, Ĥ

]
+ 0 =

∑
k′s′

/ [
q̂ks, p̂k′s′ p̂

†
k′s′ + ω2

kq̂k′s′ q̂
†
k′s′

]
=
∑
k′s′

/ (
q̂ksp̂k′s′ p̂

†
k′s′ − p̂k′s′ p̂

†
k′s′ q̂ks

)
=
∑
k′s′

/
p̂k′s′ [q̂ks, p̂

†
k′s′ ]

= i~p̂ks, y

i~
d

dt
p̂ks =

[
p̂ks, Ĥ

]
+ 0 =

∑
k′s′

/ [
p̂ks, p̂k′s′ p̂

†
k′s′ + ω2

kq̂k′s′ q̂
†
k′s′

]
=
∑
k′s′

/
ω2
k′

(
p̂ksq̂k′s′ q̂

†
k′s′ − q̂k′s′ q̂

†
k′s′ p̂ks

)
=
∑
k′s′

/
ω2
k′ q̂k′s′ [p̂ks, q̂

†
k′s′ ]

= −i~ω2
kq̂ks.

Este resultado es bien conocido: como operadores, la posición y el momento de
un oscilador armónico cuántico cumplen las mismas ecuaciones que en el caso clásico.
Entonces, como a las mismas ecuaciones corresponden las mismas soluciones, podemos
tomar prestada la solución:

ωkq̂ks(t) = ωk cos(ωkt)q̂ks(0)+sen(ωkt)p̂ks(0), (2.18a)

p̂ks(t) = −ωk sen(ωkt)q̂ks(0)+cos(ωkt)p̂ks(0). (2.18b)

Con esto, podemos de nuevo separar la solución en partes de frecuencia positiva y
negativa:

q̂ks(t) = cos(ωkt)q̂ks(0) +
1

ωk
sen(ωkt)p̂ks(0)

=
1

2

(
eiωkt + e−iωkt

)
q̂ks(0) +

1

2iωk

(
eiωkt − e−iωkt

)
p̂ks(0)

=
q̂ks(0) + ip̂ks(0)/ωk

2
e−iωkt +

q̂ks(0)− ip̂ks(0)/ωk

2
eiωkt = q̂+

ks(t) + q̂−ks(t)

para q̂+
ks(t) = 1

2 (q̂ks(0) + ip̂ks(0)/ωk) e−iωkt y q̂−ks(t) = 1
2 (q̂ks(0)− ip̂ks(0)/ωk) eiωkt,

con la posición. Para el momento, análogamente,

p̂ks(t) = p̂+
ks(t) + p̂−ks(t)
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con p̂+
ks(t) = 1

2 (p̂ks(0)− iωkq̂ks(0)) e−iωkt y p̂−ks(t) = 1
2 (p̂ks(0) + iωkq̂ks(0)) e−iωkt.

Ahora bien, en estas fórmulas las condiciones iniciales q̂ks(0) y p̂ks(0) pueden reem-
plazarse con las variables q̂ks(t) y p̂ks(t) (lo cual se hace invirtiendo la solución (2.18))
para obtener las expresiones

q̂+
ks(t) =

1

2

(
q̂ks(t) + i

1

ωk
p̂ks(t)

)
, (2.19a)

q̂−ks(t) =
1

2

(
q̂ks(t)− i

1

ωk
p̂ks(t)

)
, (2.19b)

p̂+
ks(t) =

1

2

(
p̂ks(t)− iωkq̂ks(t)

)
, (2.19c)

p̂−ks(t) =
1

2

(
p̂ks(t) + iωkq̂ks(t)

)
. (2.19d)

Estas pueden ahora tomarse como definiciones de las partes de frecuencia positiva
y negativa de la posición y el momento, y es claro que suman a lo que deben: q̂ks(t) =
q̂+
ks(t) + q̂−ks(t) y p̂ks(t) = p̂+

ks(t) + p̂−ks(t). Más aún, se tiene que p̂+
ks(t) = −iωkq̂

+
ks(t) y

p̂−ks(t) = iωkq̂
−
ks(t), lo cual implica que basta con q̂+

ks(t) y q̂−ks(t), y sus adjuntos, para
describir completamente al sistema. Sin embargo, como ni q̂ks ni p̂ks son autoadjuntos,

no se cumple que
(
q̂+
ks

)†
= q̂−ks.

Entonces, como los nuevos operadores q̂+
ks, q̂

−
ks,
(
q̂+
ks

)†
y
(
q̂−ks
)†

son equivalentes a los

anteriores, q̂ks, p̂ks, q̂
†
ks y p̂†ks, podemos tomarlos como nuestras nuevas variables. Para

terminar dicha transformación, falta encontrar los conmutadores entre estas variables,
y el hamiltoniano en términos de ellas.

Los conmutadores, dentro de un mismo modo, son

[
q̂+
ks, q̂

−
ks

]
=

1

4

[
q̂ks +

i

ωk
p̂ks, q̂

†
ks −

i

ωk
p̂ks

]
= 0[(

q̂+
ks

)†
,
(
q̂−ks
)†]

=
1

4

[
q̂†ks −

i

ωk
p̂†ks, q̂

†
ks +

i

ωk
p̂†ks

]
= 0

[
q̂+
ks,
(
q̂−ks
)†]

=
1

4

[
q̂ks +

i

ωk
p̂ks, q̂

†
ks +

i

ωk
p̂†ks

]
= i

[q̂ks, p̂
†
ks] + [p̂ks, q̂

†
ks]

4ωk
= 0

[
q̂−ks,

(
q̂+
ks

)†]
=

1

4

[
q̂ks −

i

ωk
p̂ks, q̂

†
ks −

i

ωk
p̂†ks

]
= i
−[q̂ks, p̂

†
ks]− [p̂ks, q̂

†
ks]

4ωk
= 0

[
q̂+
ks,
(
q̂+
ks

)†]
=

1

4

[
q̂ks +

i

ωk
p̂ks, q̂

†
ks −

i

ωk
p̂†ks

]
= i
−[q̂ks, p̂

†
ks] + [p̂ks, q̂

†
ks]

4ωk
=

~
2ωk[

q̂−ks,
(
q̂−ks
)†]

=
1

4

[
q̂ks −

i

ωk
p̂ks, q̂

†
ks +

i

ωk
p̂†ks

]
= i

[q̂ks, p̂
†
ks]− [p̂ks, q̂

†
ks]

4ωk
= − ~

2ωk

y los conmutadores entre modos distintos son todos cero.
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El hamiltoniano, en cambio, es

Ĥ =
∑
ks

/ [
p̂ksp̂

†
ks + ω2

kq̂ksq̂
†
ks

]
=
∑
ks

/ [(
−iωkq̂

+
ks + iωkq̂

−
ks

) (
−iωkq̂

+
ks + iωkq̂

−
ks

)†
+ω2

k

(
q̂+
ks + q̂−ks

) (
q̂+
ks + q̂−ks

)†]
=
∑
ks

/
ω2
k

[
q̂+
ks

(
q̂+
ks

)† − q̂+
ks

(
q̂−ks
)† − q̂−ks (q̂+

ks

)†
+ q̂−ks

(
q̂−ks
)†

+q̂+
ks

(
q̂+
ks

)†
+ q̂+

ks

(
q̂−ks
)†

+ q̂−ks
(
q̂+
ks

)†
+ q̂−ks

(
q̂−ks
)†]

=
∑
ks

/
2ω2

k

[
q̂+
ks

(
q̂+
ks

)†
+ q̂−ks

(
q̂−ks
)†]

.

Esto significa que el problema quedó, nuevamente, desacoplado: las variables diná-

micas de cada modo normal del campo se separan en dos juegos, q̂+
ks junto a

(
q̂+
ks

)†
y

q̂−ks junto a
(
q̂−ks
)†

, que actúan independientemente. En particular, los conmutadores
sólo son distintos de cero dentro de cada juego, y el hamiltoniano se separa como una
suma de productos de las variables de cada juego.

Aqúı es importante notar que, si bien la sugerencia de qué variables usar para
separar el problema surgió de la solución cuántica a la evolución temporal, la separación
del problema en variables independientes recién descrita no depende de dicha solución:

basta con postular como nuevas variables a q̂±ks = 1
2

(
q̂ks ± i 1

ωk
p̂ks

)
, y hacer los cálculos

correspondientes, para ver que el problema se separa.
Ahora bien, si recordamos que la condición de que los campos de fuerza sean canti-

dades reales se expresa en la condición E−k = E∗k, podemos obtener de ah́ı la condición
equivalente para las coordenadas canónicas: q−ks = q∗ks y p−ks = p∗ks (sujeta también
a la condición e−ks = e∗ks, que siempre puede asegurarse, y con la cual σ−ks = −σks).
Esto se traduce en que q̂−ks = q̂†ks y p̂−ks = p̂†ks, de donde

q̂+
−ks =

1

2

(
q̂−ks + i

1

ωk
p̂−ks

)
=

1

2

(
q̂†ks + i

1

ωk
p̂†ks

)
=

1

2

(
q̂ks − i

1

ωk
p̂ks

)†
=
(
q̂−ks
)†
.

Aśı, puede recuperarse en el hamiltoniano una suma sobre todos los modos normales,
ya que

2ω2
kq̂
−
ks

(
q̂−ks
)†

= 2ω2
k

(
q̂+
ks

)†
q̂+
ks = 2ω2

k

[
q̂+
ks

(
q̂+
ks

)† − ~
2ωk

]
= 2ω2

kq̂
+
ks

(
q̂+
ks

)† − ~ωk,

con lo cual

Ĥ =
∑
ks

[
2ω2

kq̂
+
ks

(
q̂+
ks

)† − 1

2
~ω
]
,
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donde se separó el sumando de ~ωk en dos mitades, una para el modo ks y otra para
el modo −ks.

Enconces, al igual que en el caso clásico, aparecen dos variables independientes
para cada modo normal, pero hay que recordar que el campo eléctrico y magnético de
cada modo está ı́ntimamente conectado con el del modo opuesto.

Para cerrar este caṕıtulo separamos, ahora śı, a las variables complejas q̂+
ks en sus

partes real e imaginaria, para tener operadores autoadjuntos como lo exige la versión
normal de la cuantización canónica. Aśı, proponemos operadores autoadjuntos ξ̂ks y
π̂ks tales que

q̂+
ks = Aξ̂ks + iBπ̂ks,

para A y B constantes reales de normalización que encontraremos a continuación.

Aqúı ξ̂ks y π̂ks pueden despejarse para obtenerξ̂ks = 1
2A

(
q̂+
ks +

(
q̂+
ks

)†)
π̂ks = 1

2Bi

(
q̂+
ks −

(
q̂+
ks

)†)
,

con lo que puede calcularse su conmutador:

[ξ̂ks, π̂ks] =

[
q̂+
ks +

(
q̂+
ks

)†
, q̂+

ks −
(
q̂+
ks

)†]
4ABi

=

[
q̂+
ks,
(
q̂+
ks

)†]− [(q̂+
ks

)†
, q̂+

ks

]
4ABi

=
i~

4ABωk
.

Igualmente, el sumando correspondiente al modo ks en el hamiltoniano se trans-
forma en

2ω2
kq̂

+
ks

(
q̂+
ks

)†
= 2ω2

k

(
Aξ̂ks + iBπ̂ks

)(
Aξ̂ks − iBπ̂ks

)
= 2ω2

k

(
A2ξ̂2

ks − iABξ̂ksπ̂ks + iABπ̂ksξ̂ks +B2π̂2
ks

)
= 2ω2

k

(
A2ξ̂2

ks +B2π̂2
ks − iAB

i~
4ABωk

)
= 2ω2

k

(
A2ξ̂2

ks +B2π̂2
ks

)
+

1

2
~ωk.

Entonces es natural tomar A = B, y tomando A2 = ~/4ωk se tiene por un lado el
conmutador

[ξ̂ks, π̂ks] = i1

dentro de cada modo, con los demás conmutadores entre las ξ̂ks y π̂ks iguales a cero,
y por otro el hamiltoniano total

Ĥ =
∑
ks

1

2
~ωk

(
ξ̂2
ks + π̂2

ks

)
. (2.20)
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Aśı, el campo electromagnético en la caja que consideramos queda descrito por una
colección de osciladores armónicos cuánticos, uno para cada modo. Sin embargo, hay
que tomar en cuenta que los modos no son estrictamente independientes, en el sentido
de que si se quiere calcular el campo eléctrico o magnético de algún modo hay que
considerar no sólo el estado de ese modo sino también del modo con vector de onda
opuesto.

Aśı, el campo eléctrico se convierte en un operador vectorial, que además depende
de la posición:

Ê(x) =
∑
k

Êke
ik·x =

∑
ks

Êksekse
ik·x =

∑
ks

iσks√
ε0V

p̂ks′ekse
ik·x

=
∑
ks

σks′ωk√
ε0V

eks′e
ik·x (q̂+

ks − q̂
−
ks

)
(cambiando s por s′)

=
∑
ks

σks′ωk√
ε0V

eks′e
ik·xq̂+

ks −
∑
ks

σks′ωk√
ε0V

eks′e
ik·xq̂−ks

=
∑
ks

σks′ωk√
ε0V

eks′e
ik·xq̂+

ks −
∑
ks

σks′ωk√
ε0V

eks′e
ik·x (q̂+

−ks
)†

=
∑
ks

σks′ωk√
ε0V

eks′e
ik·xq̂+

ks −
∑
ks

σ−ks′ω−k√
ε0V

e−ks′e
−ik·x (q̂+

ks

)†
=
∑
ks

σks′ωk√
ε0V

[
eks′e

ik·xq̂+
ks + e∗ks′e

−ik·x (q̂+
ks

)†]
Esto puede ponerse en términos del operador de aniquilación, definido por âks =

1√
2

(
ξ̂ks + iπ̂ks

)
=
√

2ωk
~ q̂+

ks, y que será estudiado a detalle en el siguiente caṕıtulo, de
manera que

Ê(x) =
∑
ks

σks′

√
~ωk

2ε0V

[
eks′e

ik·xâks + e∗ks′e
−ik·xâ†ks

]
. (2.21)

Este operador es claramente autoadjunto, y coincide (salvo por constantes triviales)
con la forma estándar dada en libros de texto [21, 50].



Caṕıtulo 3

Versión estándar de la
cuantización

El propósito de este caṕıtulo es explorar más a detalle la descripción cuántica del
campo electromagnético. Ésta consiste en un conjunto de modos normales, a cada
uno de los cuales se le asigna un espacio de estados (espacio de Hilbert) separable,
con un hamiltoniano de oscilador armónico. La selección de modos relevantes depende
del problema f́ısico en consideración: puede ser un número finito, infinito, o incluso un
continuo de modos. Sin embargo, por el momento consideramos un único modo normal,
que es el elemento básico del análisis y puede ser extendido a casos más complejos.

Esta versión estándar se obtiene por el procedimiento de cuantización canónica, del
oscilador armónico, y sus elementos básicos son operadores autoadjuntos de posición
y momento, ξ̂ y π̂, en un cierto espacio de Hilbert H, tales que

[ξ̂, π̂] = ξ̂π̂ − π̂ξ̂ = i1. (3.1)

Además se identifica al hamiltoniano del sistema con el operador

Ĥ =
1

2
~ω(π̂2 + ξ̂2), (3.2)

dado por (2.20) cuando se restringe el campo a tener un único modo normal excitado.

3.1. Estructura del espacio estado

El primer requisito es particularmente fuerte, ya que fija la estructura del espacio
de Hilbert H. 1 Para ver esto, debe notarse que el conmutador (3.1) implica a los
conmutadores

[ξ̂, π̂2] = ξ̂π̂2 − π̂2ξ̂ = (ξ̂π̂ − π̂ξ̂)π̂ + π̂(ξ̂π̂ − π̂ξ̂) = 2iπ̂,

1Este resultado se debe a von Neumann [57]. Algunos libros de texto [8, 15, 35, 36] dan tratamientos
análogos o alternativos a este, sin tratar el caso en el que ξ̂ es degenerado.

19
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[ξ̂, π̂3] = ξ̂π̂3 − π̂3ξ̂ = (ξ̂π̂2 − π̂2ξ̂)π̂ + π̂2(ξ̂π̂ − π̂ξ̂) = 3iπ̂2,

[ξ̂, π̂4] = ξ̂π̂4 − π̂4ξ̂ = (ξ̂π̂3 − π̂3ξ̂)π̂ + π̂3(ξ̂π̂ − π̂ξ̂) = 4iπ̂3, y por inducción

[ξ̂, π̂j ] = ξ̂π̂j − π̂j ξ̂ = (ξ̂π̂j−1 − π̂j−1ξ̂)π̂ + π̂j−1(ξ̂π̂ − π̂ξ̂) = jiπ̂j−1 ∀j ∈ N,

y con ellos se obtiene

[ξ̂, eiξπ̂] =

ξ̂, ∞∑
j=0

(iξπ̂)j

j!

 =
∞∑
j=0

(iξ)j

j!

[
ξ̂, π̂j

]
=
∞∑
j=0

(iξ)j

j!
jiπ̂j−1 = −ξ

∞∑
j=1

(iξπ̂)j−1

(j − 1)!

= −ξeiξπ̂.

Entonces, si se tiene un vector propio |ξ〉 de ξ̂, de modo que ξ̂ |ξ〉 = ξ |ξ〉, la identidad

ξ̂e−i∆ξπ̂ |ξ〉 = (e−i∆ξπ̂ ξ̂ + ∆ξe−i∆ξπ̂) |ξ〉 = e−i∆ξπ̂ ξ̂ |ξ〉+ ∆ξe−i∆ξπ̂ |ξ〉
= e−i∆ξπ̂ξ |ξ〉+ ∆ξe−i∆ξπ̂ |ξ〉 = (ξ + ∆ξ)e−i∆ξπ̂ |ξ〉

implica que e−i∆ξπ̂ |ξ〉 es otro vector propio de ξ̂, ahora con valor propio (ξ + ∆ξ).
Como ∆ξ es arbitrario, ello quiere decir que cada número real2 es un valor propio de
ξ̂.

Ahora bien, cabe la posibilidad de que algún valor propio ξ de ξ̂ sea degenerado.
(Más aún, si un valor propio es degenerado, lo son todos, ya que si |ξ0, 1〉 y |ξ0, 2〉 son
dos vectores propios ortogonales de ξ̂ con valor propio ξ0, entonces los vectores propios
|ξ, j〉 = e−i(ξ−ξ0)π̂ |ξ0, j〉 (j = 1, 2) obtenidos mediante el procedimiento anterior son de
nuevo ortogonales ya que 〈ξ, 1|ξ, 2〉 = 〈ξ0, 1| e+i(ξ−ξ0)π̂e−i(ξ−ξ0)π̂ |ξ0, 2〉 = 〈ξ0, 1|ξ0, 2〉 =
0, y por ello son independientes.)

Esta degeneración es de esperarse: el ejemplo más sencillo es el de una part́ıcula
en dos dimensiones, descrita por operadores ξ̂, η̂, π̂ξ, π̂η tales que [ξ̂, π̂ξ] = [η, π̂η] = i1

y los demás conmutadores son cero. En este caso, cada valor propio de ξ̂ tiene una
infinidad de vectores propios, uno por cada valor propio de η̂. Sin embargo, eso da
la impresión de que la degeneración es en cierta medida “trivial”, lo cual es cierto en
general y puede hacerse preciso, de la siguiente manera.

La idea general es separar al espacio de hilbertH como una suma directa de espacios
“unidimensionales”, en los que el operador de posición ξ̂ no es degenerado. Esto puede
hacerse de manera trivial escogiendo un valor propio ξ0 y una base {|ξ0, k〉 : k ∈ I}
del espacio propio E(ξ) = {|ψ〉 ∈ H : ξ̂ |ψ〉 = ξ |ψ〉}, misma que genera una base
{|ξ, k〉 := e−i(ξ−ξ0)π̂ |ξ0, k〉 : ξ ∈ R, k ∈ I} para H. Los conjuntos generados Hk =
〈{|ξ, k〉 := e−i(ξ−ξ0)π̂ |ξ0, k〉 : ξ ∈ R}〉, para k fija, descomponen a H =

⊕
kHk como la

suma directa deseada.
Sin embargo, queda por determinar la acción del operador de momento π̂. Normal-

mente se le asocia la acción π̂ = −i ∂∂ξ , misma que respeta la separación de H en la

2Se requiere que el valor propio ξ sea un número real para que ξ̂ sea un operador autoadjunto. El
argumento anterior no funciona si ∆ξ tiene parte imaginaria pues en ese caso la exponencial e−i∆ξπ̂

no puede definirse, ya que π̂, al igual que ξ̂, no es un operador acotado.
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suma directa: se tiene π̂(Hk) ⊆ Hk (para una part́ıcula en un plano, por ejemplo, Hk
se escoge de vectores propios de η̂ correspondientes a un mismo valor propio η, lo cual
no cambia bajo la acción de −i ∂∂ξ ), pero no hay garant́ıa de que esto ocurra con la
separación en suma directa descrita arriba.

Para lograr esto, hay que asegurar que π̂ |ξ0, k〉 no contenga contribuciones de kets
|ξ0, k

′〉 con k′ 6= k (aunque tendrá, ciertamente, contribuciones de |ξ, k〉 con ξ 6= ξ0. Es
decir, en algún sentido hay que diagonalizar π̂ en el espacio propio E(ξ0), sin importar
lo que ocurra afuera de él. Es decir, se toma la restricción de π̂ a E(ξ0), lo cual da en
general vectores de H, y de ellos se toma la componente a lo largo de E(ξ0), es decir,
se proyectan ortogonalmente sobre E(ξ0).

Esto mismo se logra considerando el operador P̂ξ0 π̂P̂ξ0 (donde P̂ξ0 es la proyección
ortogonal sobre E(ξ0)), que tiene la acción descrita arriba para vectores en E(ξ0) y
regresa cero para vectores en su complemento ortogonal. Este operador es autoadjunto,
ya que P̂ξ0 lo es, y conmuta con ξ̂:

- para |ξ〉 vector propio de ξ̂ con valor propio ξ 6= ξ0 se tiene(
P̂ξ0 π̂P̂ξ0

)
ξ̂ |ξ〉 =

(
P̂ξ0 π̂P̂ξ0

)
ξ |ξ〉 = 0 = ξ̂

(
P̂ξ0 π̂P̂ξ0

)
|ξ〉 ,

ya que P̂ξ0 |ξ〉 = 0, mientras que

- para |ξ0〉 vector propio de ξ̂ con valor propio ξ0, como
(
P̂ξ0 π̂P̂ξ0

)
|ξ0〉 está en

E(ξ0), se tiene

ξ̂
(
P̂ξ0 π̂P̂ξ0

)
|ξ0〉 = ξ0

(
P̂ξ0 π̂P̂ξ0

)
|ξ0〉 =

(
P̂ξ0 π̂P̂ξ0

)
ξ0 |ξ0〉 =

(
P̂ξ0 π̂P̂ξ0

)
ξ̂ |ξ0〉 .

Aśı, ξ̂ y P̂ξ0 π̂P̂ξ0 son operadores autoadjuntos y conmutan, de modo que pueden
ser diagonalizados simultáneamente. Esto significa que la base {|ξ0, k〉 : k ∈ I} para
E(ξ0) puede tomarse de vectores propios de P̂ξ0 π̂P̂ξ0 , lo cual da finalmente el elemento
de matriz crucial: 〈

ξ0, k
′∣∣ π̂ |ξ0, k〉 = 0 cuando k′ 6= k. (3.3)

Habiendo asegurado esto, puede verse que π̂(Hk) ⊆ Hk. Es decir, si se tiene |ψ〉 ∈
Hk, puede expresarse

|ψ〉 =

∫ ∞
−∞

dξ ψ(ξ) |ξ, k〉 =

∫ ∞
−∞

dξ ψ(ξ)e−i(ξ−ξ0)π̂ |ξ0, k〉 ,

con lo cual para cada ξ′ ∈ R y k′ 6= k〈
ξ′, k′

∣∣π̂∣∣ψ〉 =
〈
ξ, k′

∣∣ π̂ ∫ ∞
−∞

dξ ψ(ξ)e−i(ξ−ξ0)π̂ |ξ0, k〉

=

∫ ∞
−∞

dξ ψ(ξ)e−i(ξ−ξ0)π̂
〈
ξ, k′

∣∣ π̂ |ξ0, k〉 = 0,
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lo cual completa la demostración.

Es debido a lo anterior que puede suponerse que los valores propios de ξ̂ no son
degenerados. Esto se debe a que H puede separarse en una suma directa H =

⊕
kHk

donde cada Hk es invariante bajo la acción tanto de ξ̂ como de π̂, de modo que el
conmutador (3.1) [ξ̂, π̂] = i1 vale dentro de Hk. Entonces puede uno restringirse a Hk,
donde ξ̂ es no-degenerado, como la estructura matemática más sencilla compatible con
los requisitos de la cuantización canónica.

Aśı, de ahora en adelante suponemos que ξ̂ es no-degenerado, de modo que H tiene
una base de vectores propios de ξ̂, {|ξ〉 : ξ ∈ R}, con ξ̂ |ξ〉 = ξ |ξ〉, relacionados entre
śı mediante |ξ〉 = e−i(ξ−ξ0)π̂ |ξ0〉.

3.2. El operador de momento

Para completar el análisis anterior de la acción de π̂, cuyo enfoque era obtener
información sobre ξ̂, demostramos ahora que el conmutador (3.1) fija completamente
la acción de π̂, en particular con respecto a la base de vectores propios de ξ̂.

Un vector arbitrario |ψ〉 ∈ H puede entonces expresarse como

|ψ〉 =

∫ ∞
−∞

dξ ψ(ξ) |ξ〉 =

∫ ∞
−∞

dξ ψ(ξ)e−i(ξ−ξ0)π̂ |ξ0〉 (3.4)

para alguna función ψ : R → C relativamente bien portada (en general, cuadrado-
integrable y continuamente diferenciable). Más aún, escogiendo a las {|ξ〉} ortonorma-
les, de modo que 〈ξ′|ξ〉 = δ(ξ′ − ξ), se tiene

〈ξ|ψ〉 = 〈ξ|
∫ ∞
−∞

dξ′ ψ(ξ′)
∣∣ξ′〉 =

∫ ∞
−∞

dξ′ ψ(ξ′)
〈
ξ
∣∣ξ′〉

=

∫ ∞
−∞

dξ′ ψ(ξ′)δ(ξ′ − ξ) = ψ(ξ),

mientras que

e−i∆ξπ̂ |ψ〉 = e−i∆ξπ̂
∫ ∞
−∞

dξ ψ(ξ)e−i(ξ−ξ0)π̂ |ξ0〉 =

∫ ∞
−∞

dξ ψ(ξ)e−i∆ξπ̂e−i(ξ−ξ0)π̂ |ξ0〉

=

∫ ∞
−∞

dξ ψ(ξ)e−i(∆ξ+ξ−ξ0)π̂ |ξ0〉 =

∫ ∞
−∞

dξ′ ψ(ξ′ −∆ξ)e−i(ξ
′−ξ0)π̂ |ξ0〉

=

∫ ∞
−∞

dξ ψ(ξ −∆ξ) |ξ〉 .

Armados con esta herramienta, podemos ahora calcular π̂ |ψ〉, notando que, para
∆ξ pequeño

ψ(ξ + ∆ξ) = 〈ξ|
∫ ∞
−∞

dξ′ ψ(ξ′ + ∆ξ)
∣∣ξ′〉 = 〈ξ| e+i∆ξπ̂ |ψ〉
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= 〈ξ| (1 + i∆ξπ̂ +O(∆ξ2)) |ψ〉 = ψ(ξ) + i∆ξ 〈ξ| π̂ |ψ〉+O(∆ξ2)

⇒ i 〈ξ| π̂ |ψ〉 ≡ ψ(ξ + ∆ξ)− ψ(ξ)

∆ξ
+O(∆ξ), por lo cual

i 〈ξ| π̂ |ψ〉 = ĺım
∆ξ→0

ψ(ξ + ∆ξ)− ψ(ξ)

∆ξ
= ψ′(ξ).

Utilizamos ahora la relación de cerradura para los kets |ξ〉,
∫∞
−∞ dξ |ξ〉 〈ξ| = 1,

(válida cuando los valores propios son no degenerados) para calcular

π̂ |ψ〉 =

∫ ∞
−∞

dξ |ξ〉 〈ξ| π̂ |ψ〉 =

∫ ∞
−∞

dξ
1

i

dψ

dξ
(ξ) |ξ〉 .

3.3. El operador de número

Consideramos ahora dos herramientas particularmente valiosas para el estudio de
sistemas cuánticos en una dimensión y, en particular, del hamiltoniano de oscilador
armónico: el operador de aniquilación â = 1√

2
(ξ̂ + iπ̂) y su adjunto, el operador de

creación, â† = 1√
2
(ξ̂ − iπ̂). Se define, además, el operador de número como n̂ = â†â.

Las motivaciones para estos nombres quedarán claras en los próximos párrafos.

Como combinaciones lineales de los operadores de posición y momento, los opera-
dores de creación y aniquilación son básicamente equivalentes. Aśı, pueden recuperarse
ξ̂ = 1√

2
(â+ â†) y π̂ = 1√

2i
(â− â†), mientras que el conmutador (3.1) es equivalente al

conmutador entre â y â†,

[â, â†] =
1

2
[ξ̂ + iπ̂, ξ̂ − iπ̂] = −i1

2
[ξ̂, π̂] + i

1

2
[π̂, ξ̂] = −i[ξ̂, π̂] = 1. (3.5)

El hamiltoniano, como función de ξ̂ y π̂, puede también ser expresado en términos
de â y â†. Para un oscilador armónico dicha expresión es particularmente simple:

Ĥ =
1

2
~ω(π̂2 + ξ̂2) =

1

4
~ω(−(â− â†)2 + (â+ â†)2)

=
1

4
~ω(−â2 − â†2 + ââ† + â†â+ â2 + â†2 + ââ† + â†â)

=
1

2
~ω(ââ† + â†â) =

1

2
~ω(2â†â+ 1)

= ~ω
(
â†â+

1

2

)
= ~ω

(
n̂+

1

2

)
. (3.6)

Aśı, el problema de encontrar el espectro de enerǵıas de un oscilador armónico es
equivalente a encontrar el del operador de número. La solución de este problema es
bien conocida, pero no sobra aqúı.
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Como n̂ = â†â es un operador claramente autoadjunto, puede esperarse que tenga
un número infinito de vectores y valores propios. Sea |ν〉 uno de ellos, de modo que
n̂ |ν〉 = ν |ν〉. El truco está en considerar la acción de â y â† sobre |ν〉. En particular,

n̂
(
â |ν〉

)
= â†ââ |ν〉 =

(
ââ† − 1

)
â |ν〉 = â

(
â†â− 1

)
|ν〉 = â (n̂− 1) |ν〉 = â(ν − 1) |ν〉

= (ν − 1)â |ν〉 , y

n̂
(
â† |ν〉

)
= â†ââ† |ν〉 = â†

(
â†â+ 1

)
|ν〉 = â† (n̂+ 1) |ν〉 = â†(ν + 1) |ν〉

= (ν + 1)â† |ν〉 .

Es decir, para cada vector propio |ν〉 de n̂ con valor propio ν se pueden obtener
vectores propios â |ν〉 y â† |ν〉 de n̂, con valores propios ν − 1 y ν + 1, respectivamente
– con la salvedad de que los vectores no se anulen. En particular, â |ν〉 debe anularse
para algunos vectores, pues de lo contrario se tendŕıa una sucesión de vectores propios
âj |ν〉 cuyos valores propios, ν − j, en algún momento llegan a ser negativos – lo cual
no puede ocurrir ya que n̂ es semidefinido positivo. Es decir, para cada vector propio
|ν〉 de n̂ se tiene ν 〈ν|ν〉 = 〈ν|n̂|ν〉 =

〈
ν
∣∣â†â∣∣ν〉 = ||â |ν〉 ||2 ≥ 0, y como 〈ν|ν〉 > 0, debe

tenerse ν ≥ 0.
Lo anterior implica que debe haber por lo menos una ν ∈ [0, 1) tal que â |ν〉 = 0, y

abre la pregunta de cúales son las ν que cumplen eso, y cuántos y cuáles vectores propios
les corresponden. La primera pregunta es fácil: ν |ν〉 = n̂ |ν〉 = â†â |ν〉 = â†0 = 0 y
|ν〉 6= 0 implican que ν = 0. Para la segunda, en cambio, la estructura en detalle del
espacio de Hilbert H es crucial. La ecuación a resolver es

â |ν〉 =
1√
2

(
ξ̂ + iπ̂

)
|ν〉 = 0,

y para resolverla hay que llevarla a la representación de posición.3

Aśı, se escribe |ν〉 =
∫∞
−∞ dξ ν(ξ) |ξ〉 con 〈ξ|ν〉 = ν(ξ), con lo cual

0 =
√

2 〈ξ|â|ν〉 =
〈
ξ
∣∣∣ξ̂ + iπ̂

∣∣∣ν〉 =
〈
ξ
∣∣∣ξ̂∣∣∣ν〉+ i

〈
ξ
∣∣∣π̂∣∣∣ν〉

= 〈ξ| ξ̂
∫ ∞
−∞

dξ′ ν(ξ′)
∣∣ξ′〉+ i 〈ξ|

∫ ∞
−∞

dξ′
1

i

dν

dξ
(ξ′)

∣∣ξ′〉
=

∫ ∞
−∞

dξ′ ν(ξ′) 〈ξ| ξ̂
∣∣ξ′〉+

∫ ∞
−∞

dξ′
dν

dξ
(ξ′)

〈
ξ
∣∣ξ′〉

=

∫ ∞
−∞

dξ′ ν(ξ′)ξ′δ(ξ − ξ′) +

∫ ∞
−∞

dξ′
dν

dξ
(ξ′)δ(ξ′ − ξ)

⇒ ξν(ξ) +
dν

dξ
(ξ) = 0 (3.7)

3De hecho, lo mismo puede hacerse en la representación de momento, dando un análisis no sólo
equivalente, sino básicamente idéntico. Esto se debe a la simetŕıa, salvo por factores de i, entre ξ̂ y

π̂ en el conmutador [ξ̂, π̂] = i1, que define la estructura del espacio, y la ecuación
(
ξ̂ + iπ̂

)
|ν〉 = 0 a

resolver.
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Esta ecuación diferencial, de primer orden, se resuelve fácilmente mediante separación
de variables, para dar la solución

ν(ξ) = Ae−
1
2
ξ2
,

donde A ∈ C es una constante arbitraria, que se fija al valor A = π−1/4 pidiendo que
sea real y positiva, y que |ν〉 esté normalizado a 〈ν|ν〉=1.

De este resultado puede obtenerse la estructura completa del espectro y la dege-
neración de n̂. Demostramos que existe una única solución a la ecuación â |ψ〉 = 0,
y que dicha solución es además vector propio de n̂ con valor propio 0; ese estado se
conoce como el vaćıo y se denota |0〉. Es, además, el único vector propio de n̂ con valor
propio 0, ya que si n̂ |ψ〉 = 0 entonces 0 = 〈ψ|n̂|ψ〉 =

〈
ψ
∣∣â†â∣∣ψ〉 = ||â |ψ〉 ||2, y por ello

â |ψ〉 = 0.

Del vaćıo se obtienen mediante el operador de creación vectores propios â†n |0〉 con
valor propio n para cada número natural n, que son los únicos vectores propios de n̂.
Debido a la acción de “escalera” del operador de aniquilación, hemos demostrado que
esos son los únicos valores propios.

Además, si |φ〉 y |ψ〉 son vectores propios con valor propio 1, â |φ〉 y â |ψ〉 son
vectores propios con valor propio 0, de modo que son proporcionales (y, sin perder
generalidad, iguales). Ello implica que â (|ψ〉 − |φ〉) = 0 y por ello |φ〉 − |ψ〉 = B |0〉
para alguna constante B que debe anularse pues |0〉 debe ser ortogonal tanto a |ψ〉 como
a |φ〉; por ello, |φ〉 = |ψ〉 y 1 es un valor propio no degenerado. Este argumento puede
extenderse, por inducción, para ver que cada valor propio n ∈ N de n̂ es no-degenerado.

Aqúı es importante notar que esta conclusión de no-degeneración se basa en una
hipótesis anterior de no-degeneración, sobre el espectro de ξ̂, la cual permite aplicar
la ecuación (3.4) al estado |ν〉. Si ξ̂ no es degenerado, entonces este análisis de n̂ vale
dentro de cada miembro Hk de la suma directa H =

⊕
kHk, donde n̂ no es degenerado.

Esto implica que, en general, n̂ puede ser degenerado – en la misma medida que ξ̂ y
con la misma degeneración en cada valor propio – pero que al igual que con ξ̂ dicha
degeneración puede ser ignorada restringiéndose a uno de los espacios Hk.

Para finalizar el análisis, hay que fijar la normalización y la fase de la base {|n〉 :
n ∈ N} de vectores propios de n̂. Demostramos ya que si |n〉 es vector propio con
n̂ |n〉 = n |n〉, entonces â† |n〉 es vector propio con n̂â† |n〉 = (n+1)â† |n〉. Como no hay
degeneración, debe ser un múltiplo de |n+ 1〉, es decir, â† |n〉 = cn |n+ 1〉. Al pedir
que todos los vectores propios queden normalizados a 1 se obtiene

|cn|2 = 〈n+ 1|c∗ncn|n+ 1〉 =
〈
n
∣∣∣ââ†∣∣∣n〉 =

〈
n
∣∣∣â†â+ 1

∣∣∣n〉 = 〈n|n̂+ 1|n〉

= (n+ 1) 〈n|n〉 = n+ 1,

que implica |cn| =
√
n+ 1. Fijando la fase de la base de modo que cn sea real y positivo,

se tiene cn =
√
n+ 1. Por ello,

â† |n〉 =
√
n+ 1 |n+ 1〉 . (3.8)
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Para encontrar la accion de â sobre la base {|n〉} podŕıa repetirse un argumento
idéntico, pero la fase de la base ya no puede cambiarse. En cambio, hay que multiplicar
(3.8) por â para obtener

√
n+ 1â |n+ 1〉 = ââ† |n〉 =

(
â†â+ 1

)
|n〉 = (n̂+ 1) |n〉 =

(n+ 1) |n〉, de donde â |n+ 1〉 =
√
n+ 1 |n〉 y finalmente

â |n〉 =
√
n |n− 1〉 , (3.9)

válida incluso para n = 0 en el entendido de que 0 |−1〉 = 0 aunque no hay ningún
vector |−1〉.

Se obtiene, además, una expresión expĺıcita para la base,

|n〉 =
â†n√
n!
|0〉 , (3.10)

que se conoce como la base de número.

3.4. Operadores de creación y aniquilación

3.4.1. Vectores propios

Consideramos ahora la estructura anaĺıtica de los operadores de creación y aniqui-
lación. Como no son operadores autoadjuntos, no puede asegurarse que â ni â† tengan
bases ortonormales de vectores propios; más aún, al no ser normales (es decir, al no
conmutar con sus adjuntos) no pueden existir dichas bases. Sin embargo, en principio
todav́ıa pueden tener uno o más vectores propios e incluso – al no ser autoadjuntos –
valores propios complejos.

Empezamos por el operador de creación, por ser el caso más sencillo y por responder
a una pregunta que todav́ıa está abierta. Si se busca un vector propio de â† con valor

propio α, se plantea la ecuación â† |α〉 = 1√
2

(
ξ̂ − iπ̂

)
|α〉 = α |α〉, que puede llevarse

mediante el mismo proceso que dio la ecuación (3.7) a la ecuación

ξψ(ξ)− dψ

dξ
(ξ) =

√
2αψ(ξ),

que se reduce a dψ
dξ (ξ) =

(
ξ −
√

2α
)
ψ(ξ), con lo cual ψ(ξ) = Ae+ 1

2
(ξ−
√

2α)2
. Es-

ta función de onda no representa un estado f́ısico, ya que su módulo, |ψ(ξ)|2 =

|A|2e
1
2

2 Re((ξ−
√

2α)2) = |A|2e(ξ−
√

2 Re(α))2
, tiende a infinito cuando ξ → ∞ y por ello

no es integrable.
Aśı, â† no tiene ningún vector propio en H. En particular, no tiene a α = 0 como

valor propio, lo cual implica que los vectores de la base (3.10) nunca se anulan, y
confirma que el espectro de n̂ es todo N.

Nos enfocamos ahora en el operador de aniquilación, cuya estructura es mucho más
rica. Para empezar, śı tiene vectores propios, que pueden encontrarse de manera idénti-
ca al desarrollo anterior con el único cambio – crucial – de un signo. Aśı, la ecuación
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â |α〉 = 1√
2

(
ξ̂ + iπ̂

)
|α〉 = α |α〉 tiene como solución al estado |α〉 =

∫∞
−∞ dξ ψα(ξ) |ξ〉

con función de onda ψα(ξ) = Ae−
1
2

(ξ−
√

2α)2
. Aqúı el estado śı es normalizable, y al

igual que con el vaćıo, |0〉, se tiene |A| = π−1/4. Por supuesto, el vaćıo es un caso
particular, con α = 0.

Alternativamente, pueden buscarse los vectores propios en términos de la base de
número. Aśı, se postula el estado |α〉 =

∑∞
n=0 cn |n〉 y se le obliga a cumplir

∞∑
n=0

αcn |n〉 = α |α〉 = â |α〉 = â

∞∑
n=0

cn |n〉 =

∞∑
n=0

cnâ |n〉 =

∞∑
n=1

cn
√
n |n− 1〉

=
∞∑
n=0

cn+1

√
n+ 1 |n〉 ,

que se reduce a una relación de recurrencia de dos términos, αcn =
√
n+ 1cn+1 ∀n ≥ 0,

o bien cn = α√
n
cn−1 ∀n ≥ 1. Esto deja libre a c0, y da a los demás como cn = αn√

n!
c0.

Al igual que con la constante A, puede encontrarse el módulo de c0 pidiendo que |α〉
esté normalizado:

1 = 〈α|α〉 =

∞∑
n=0

|cn|2 = |c0|2
∞∑
n=0

|α|2n

n!
= |c0|2e|α|

2
,

con lo cual |c0| = e−
1
2
|α|2 . Aśı, para algunas fases eiθ y eiφ,

|α〉 = eiθe−
1
2
|α|2

∞∑
n=0

αn√
n!
|n〉 = eiφπ−1/4

∫ ∞
−∞

dξ e−
1
2

(ξ−
√

2α)2 |ξ〉 .

Las fases eiθ y eiφ no pueden encontrarse, pero śı su diferencia, multiplicando por
la izquierda por 〈0|, lo cual da

eiθe−
1
2
|α|2 = eiφπ−1/4

∫ ∞
−∞

dξ e−
1
2

(ξ−
√

2α)2 〈0|ξ〉

⇒ ei(θ−φ) =
e

1
2
|α|2

√
π

∫ ∞
−∞

dξ e−
1
2

(ξ−
√

2α)2
e−

1
2
ξ2

=
e

1
2
|α|2

√
π

∫ ∞
−∞

dξ e−
1
2

(ξ2−2
√

2αξ+2α2)e−
1
2
ξ2

=
e

1
2
|α|2

√
π

∫ ∞
−∞

dξ e−(ξ2−
√

2αξ+α2)

=
e

1
2
|α|2

√
π

∫ ∞
−∞

dξ e−(ξ2−α/
√

2)2
e−

1
2
α2

= e
1
2
|α|2e−

1
2
α2

= e
1
2

(|α|2−α2) = e
1
2
α(α∗−α).
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La convención para las fases es tomar θ = 0, lo cual hace que eiφ = e
1
2
α(α−α∗), es decir,

φ = αα−α
∗

2i . Aśı, se obtiene

|α〉 = e−
1
2
|α|2

∞∑
n=0

αn√
n!
|n〉 = e

1
2
α(α−α∗)π−1/4

∫ ∞
−∞

dξ e−
1
2

(ξ−
√

2α)2 |ξ〉 . (3.11)

Estos estados se conocen como estados coherentes, y aunque fueron descubiertos por
Schrödinger en 1926 [52, 49], no encontraron usos importantes hasta su redescubrimien-
to por Glauber [22], Klauder [26, 27], y Sudarshan [53], en 1963. A partir de entonces
han sido utilizados frecuentemente [21, pp. 43-73], debido a varias de sus propiedades.
En particular, como minimizan el producto de incertidumbres ∆ξ∆π, representan la
mejor aproximación dentro del formalismo cuántico al oscilador armónico clásico; esto
se apoya en que su evolución temporal, como veremos más adelante, preserva la forma
de la función de onda y mueve al centroide senoidalmente. Además, tienen propiedades
anaĺıticas particularmente nobles (que pueden generalizarse considerablemetne a otros
espacios [28, 42, 61]), mismas que describiremos a continuación.

Es importante notar que (3.11) vale para cualquier α ∈ C: es decir, el espectro del
operador de aniquilación no sólo no es vaćıo – como el del operador de creación – sino
que es todo el plano complejo. Esto pudiera parecer una contradicción con el hecho de
que â no puede tener una base de vectores propios, pero no lo es ya que los estados
coherentes no son ni ortogonales ni linealmente independientes. De hecho,

〈α|β〉 =

(
e−

1
2
|α|2

∞∑
n=0

α∗n√
n!
〈n|

)(
e−

1
2
|β|2

∞∑
n=0

βn√
n!
|n〉

)
= e−

1
2
|α|2− 1

2
|β|2

∞∑
n=0

(α∗β)n

n!

= e−
1
2
|α|2− 1

2
|β|2+α∗β

que nunca se anula. En particular,

| 〈α|β〉 |2 = e−|α|
2−|β|2+α∗β+αβ∗ = e−|α−β|

2
,

y la fase del producto interno es 〈α|β〉
|〈α|β〉| = e−

1
2
|α|2− 1

2
|β|2+α∗βe

1
2
|α|2+ 1

2
|β|2− 1

2
α∗β− 1

2
αβ∗ =

e
1
2

(α∗β−αβ∗). En resumen,

〈α|β〉 = e
1
2

(α∗β−αβ∗)e−
1
2
|α−β|2 . (3.12)

El aspecto de los estados coherentes que es realmente extraño es que, aunque no
son independientes, śı generan a todo el espacio de Hilbert. Para ver esto hay que
integrar los proyectores |α〉 〈α| sobre todo el plano complejo, con elemento de área
d2α. La integración se hace posible cambiando a coordenadas polares, con α = νeiθ y
d2α = νdνdθ. Aśı,∫

d2α |α〉 〈α| =
∫

d2α

(
e−

1
2
|α|2

∞∑
n=0

αn√
n!
|n〉

)(
e−

1
2
|α|2

∞∑
m=0

α∗m√
m!
〈m|

)
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=
∞∑
n=0

∞∑
m=0

∫
d2αe−|α|

2 αn√
n!

α∗m√
m!
|n〉 〈m|

=
∞∑
n=0

∞∑
m=0

∫ ∞
0

∫ 2π

0
νe−ν

2 νneinθ√
n!

νme−imθ√
m!

dθdν |n〉 〈m|

=

∞∑
n=0

∞∑
m=0

1√
m!
√
n!
|n〉 〈m|

∫ ∞
0

νnνme−ν
2
νdν

∫ 2π

0
ei(n−m)θdθ

=
∞∑
n=0

∞∑
m=0

1√
m!
√
n!
|n〉 〈m|

∫ ∞
0

νnνme−ν
2
νdν2πδnm

=

∞∑
n=0

2π

n!
|n〉 〈n|

∫ ∞
0

ν2ne−ν
2
νdν, y con µ = ν2

=
∞∑
n=0

π

n!
|n〉 〈n|

∫ ∞
0

µne−µdµ =
∞∑
n=0

π

n!
|n〉 〈n|Γ(n+ 1),

que, como Γ(n+ 1) = n!, deja∫
d2α

π
|α〉 〈α| =

∞∑
n=0

|n〉 〈n| = 1, (3.13)

ya que la base de número genera a todo H al ser todos los vectores propios de un
operador autoadjunto.

En particular, multiplicando (3.13) a la derecha por |β〉 se obtiene la identidad

|β〉 =
∫

d2α
π |α〉 〈α|β〉 =

∫
d2α
π e

1
2

(α∗β−αβ∗)e−
1
2
|α−β|2 |α〉, misma que demuestra que los

estados coherentes no son linealmente independientes.

Esto completa un primer análisis de la estructura anaĺıtica del operador de aniquila-
ción: tiene exactamente un vector propio, de norma finita, para cada número complejo,
mismos que generan a todo el espacio estado aunque no son ortogonales ni linealmente
independientes. Por ello, se dice que los estados coherentes son sobrecompletos; ma-
temáticamente su estructura se conoce como un marco tenso de espacio vectorial (tight
frame for a vector space) [58].

Como ya mencionamos, los estados coherentes tienen propiedades f́ısicas particu-
larmente nobles. Sin embargo, en vez de desarrollarlas en detalle las consideraremos,
junto con las propiedades anaĺıticas ya demostradas, como motivación para estudiar
más a fondo su estructura anaĺıtica, que todav́ıa tiene sorpresas que dar.

3.4.2. Bloques de Jordan

Es fácil considerar a la acción de â como resuelta al descubrir que los estados
coherentes generan al espacio de estados H. Pensar eso, sin embargo, ignora aspectos
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que ya han sido considerados. Uno de ellos, crucial, es la acción de â en la base de
número, â |n〉 =

√
n |n− 1〉, que puede ser reescrita como

â

(
1√
n!
|n〉
)

=

0 si n = 0
1√

(n−1)!
|n− 1〉 si n 6= 0.

(3.14)

Esto pudiera parecer barroco en primera instancia, pero es exactamente la forma
de un bloque de Jordan. Esa es una de las formas canónicas a las que se puede llevar
una matriz; a continuación recordamos algunas de sus propiedades.

Paréntesis matemático 3.1. Bloques de Jordan

Es un hecho bien conocido que no toda matriz es diagonalizable; por ejem-
plo, eso motiva el uso de operadores autoadjuntos en mecánica cuántica, pues
siempre son diagonalizables. En general, una matriz arbitraria ni siquiera tiene
que tener valores propios; el ejemplo clásico de esto son matrices de rotación,
como por ejemplo

R =

(
0 −1
1 0

)
,

cuyo polinomio caracteŕıstico es det(R−λ1) = λ2+1 y siempre es positivo para
λ real. Este problema particular desaparece si se trabaja sobre los números
complejos, donde todo polinomio tiene por lo menos una ráız (que puede ser
única si su multiplicidad es igual al grado del polinomio) y por ello toda matriz
tiene por lo menos un valor propio.

Más concretamente, para cada matriz M con entradas complejas existe
un número complejo λ tal que det(M − λ1) = 0. Eso implica que el sistema
(M − λ1)v = 0 es singular, aśı que tiene por lo menos una solución no trivial.
Dicha solución es un vector propio no nulo v de M , con Mv = λv.

Sin embargo, no hay manera de garantizar la existencia de más vectores
propios. El ejemplo patológico t́ıpico es un “esfuerzo cortante”, una matriz
como

M =

(
1 1
0 1

)
,

cuya acción se muestra en la figura 3.1. El polinomio caracteŕıstico de M es
claramente (λ − 1)2, de modo que el único valor propio puede ser 1, y de
hecho e = (1, 0)t es un vector propio, con Me = e . Sin embargo, si se busca
un segundo vector propio hay que resolver el sistema (M − 1)v = 0, que si

v =

(
x
y

)
toma la forma

(
y
0

)
=

(
0 1
0 0

)(
x
y

)
=

(
0
0

)
.
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Como todas las soluciones tienen y = 0, existe únicamente un vector pro-
pio, que corresponde a un valor propio de multiplicidad 2. Es decir, M no es
diagonalizable.

Figura 3.1: Acción geométrica de un “esfuer-
zo cortante” (en particular, la matriz M del
texto): puede visualizarse al cuadrado azul co-
mo un elemento de un fluido viscoso colocado
entre dos planos, uno fijo a y = 0 y uno a y = 1
que se desliza sobre el fluido, arrastrándolo.

El problema puede extender-
se bastante fácilmente a casos en
los que el valor propio es distin-
to de 1, aśı como a bloques más
grandes para los cuales la multi-
plicidad del valor propio es mayor
pero sigue habiendo un único vec-
tor propio. El caso general es de
la forma

M =



λ 1 0 · · · 0 0
0 λ 1 · · · 0 0
0 0 λ · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · λ 1
0 0 0 · · · 0 λ


,

(3.15)
matriz que se conoce como un blo-
que de Jordan.

Uno de los teoremas funda-
mentales del álgebra lineal es que
toda matriz es básicamente de es-
ta forma: toda matriz compleja es

similar a una suma directa de bloques de Jordan. Es decir, aunque una matriz
compleja no tenga una base de vectores propios, siempre tiene una base de
vectores propios generalizados, que cumplen con la propiedad

Mv1 = λv1, y (3.16a)

Mvj = λvj + vj−1, para j > 1. (3.16b)

Esto es, por supuesto, la expresión algebráica de la matriz (3.15).
Vale la pena notar aqúı, para su uso posterior, que aunque el vector propio

asociado a un bloque de Jordan es básicamente único (salvo por una cons-
tante), los siguientes no lo son. Esto se debe a que si v2 es un vector propio
generalizado, con Mv2 = λv2 + v1 y Mv1 = λv1, entonces v2 + cv1 también
funciona como vector propio generalizado para cualquier constante c. En ge-
neral, habiendo fijado a v1, . . . , vj , habrá la libertad de un múltiplo escalar de
v1 al escoger a vj+1.
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Regresando al operador de aniquilación, se ve que su acción sobre la base de número
reescalada, en (3.14), es exactamente la descrita por las ecuaciones (3.16), con valor
propio λ = 0. Por eso, â ya está en una forma canónica, y en principio no hay por

qué buscarle otras formas. (La base de Jordan para â es
(
|n〉√
n!

)
y no está normalizada.

Esto no es ningún motivo de preocupación, ya que sólo los operadores autoadjuntos
tienen garantizada una base ortonormal, y un bloque de Jordan de la forma (3.15)
está muy lejos de ser autoadjunto.)

Sin embargo, ya habiendo encontrado un bloque de Jordan para uno de los valores
propios de â, es natural preguntar si existen bloques de Jordan, o por lo menos vectores
propios generalizados, para los demás valores propios. Como veremos, la respuesta es
afirmativa.

Comenzamos por buscarle un primer vector propio generalizado al estado coherente
|α〉. Es decir, buscamos un estado |α, 1〉 tal que â |α, 1〉 = α |α, 1〉+ |α〉. Esto puede ha-
cerse de dos maneras. La primera es suponer un estado de la forma |α, 1〉 =

∑∞
n=0 cn |n〉,

encontrar una relación de recurrencia para los coeficientes cn, e intentar resolverla.
Aśı se encuentra una solución, aunque el método es tedioso y su extensión a posterio-
res vectores propios generalizados involucra cuentas particularmente molestas.

La segunda manera (que, por cierto, sale como una sugerencia natural de la solución
por medio de series) viene de notar que

â
(
â† |α〉

)
=
(
â†â+ 1

)
|α〉 =

(
â†α+ 1

)
|α〉 = α

(
â† |α〉

)
+ |α〉 .

Es decir, â† |α〉 es una solución del problema. Sin embargo, como notamos en el Parénte-
sis, la solución nunca es única, sino que es de la forma |α, 1〉 = â† |α〉+ c |α〉. Como ya
vimos, no hay razón para esperar una base ortonormal, pero bien podemos calcular la
norma de este vector, y de ser posible pedir que sea ortogonal a |α〉. Aśı,

〈α, 1|α, 1〉 =
(
〈α| â+ c∗ 〈α|

)(
â† |α〉+ c |α〉

)
=
〈
α
∣∣∣(ââ† + c∗â† + câ+ c∗c

)∣∣∣α〉
=
〈
α
∣∣∣(â†â+ 1 + c∗â† + câ+ c∗c

)∣∣∣α〉
= 〈α|(α∗α+ 1 + c∗α∗ + cα+ c∗c)|α〉 pues â |α〉 = α |α〉 y 〈α| â† = 〈α|α∗

= α∗α+ 1 + c∗α∗ + cα+ c∗c pues 〈α|α〉 = 1

= α∗(α+ c∗) + c(α+ c∗) + 1 = (α∗ + c)(α+ c∗) + 1 = |α∗ + c|2 + 1,

mientras que

〈α|α, 1〉 = 〈α|
(
â† |α〉+ c |α〉

)
= 〈α| (α∗ |α〉+ c |α〉) = α∗ + c.

Se obtiene, aśı, que puede asegurarse simultáneamente que el vector propio genera-
lizado sea ortogonal al vector propio y que el vector propio generalizado sea de norma
mı́nima (que, además, es 1), escogiendo a c = −α∗. Esto lleva a la definicion

|α, 1〉 :=
(
â† − α∗

)
|α〉 . (3.17)
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Dichos estados cumplen

â |α, 1〉 = α |α, 1〉+ |α〉
〈α, 1|α, 1〉 = 1

〈α|α, 1〉 = 0.

Una de las propiedades particularmente importantes de los estados {|α, 1〉} es que,
al igual que los estados coherentes {|α〉}, generan a todo H. En particular,∫

d2α

π
|α, 1〉 〈α, 1| =

∫
d2α

π

(
â† − α∗

)
|α〉 〈α|

(
â− α

)
=

∫
d2α

π

[
â† |α〉 〈α| â− α∗ |α〉 〈α| â− â† |α〉 〈α|α+ α∗ |α〉 〈α|α

]
,

y aśı∫
d2α

π
|α, 1〉 〈α, 1| = â†

∫
d2α

π
|α〉 〈α| â−

∫
d2α

π
α∗ |α〉 〈α| â− â†

∫
d2α

π
|α〉 〈α|α

+

∫
d2α

π
α∗ |α〉 〈α|α

= â†
∫

d2α

π
|α〉 〈α| â−

∫
d2α

π
|α〉 〈α|α∗â− â†

∫
d2α

π
α |α〉 〈α|

+

∫
d2α

π
α |α〉 〈α|α∗

= â†
∫

d2α

π
|α〉 〈α| â−

∫
d2α

π
|α〉 〈α| â†â− â†

∫
d2α

π
â |α〉 〈α|

+

∫
d2α

π
â |α〉 〈α| â†

= â†â− â†â− â†â+ ââ† = [â, â†] = 1. (3.18)

Otra propiedad que será útil más adelante es la integral∫
d2α

π
|α, 1〉 〈α| =

∫
d2α

π

(
â† − α∗

)
|α〉 〈α| =

∫
d2α

π

[
â† |α〉 〈α| − α∗ |α〉 〈α|

]
=

∫
d2α

π
â† |α〉 〈α| −

∫
d2α

π
α∗ |α〉 〈α| = â†

∫
d2α

π
|α〉 〈α| −

∫
d2α

π
|α〉 〈α|α∗

= â†
∫

d2α

π
|α〉 〈α| −

∫
d2α

π
|α〉 〈α| â† = â† − â† = 0. (3.19)

Debido a todo lo anterior, los estados |α, 1〉 =
(
â† − α∗

)
|α〉 son claramente útiles. Si

queremos extenderlos para obtener más vectores de la cadena de Jordan, el candidato
natural son los vectores (

â† − α∗
)k
|α〉 .
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Para poder manejarlos, observamos que debido al conmutador [â, â†] = 1 se tiene que
[â − α, â† − α∗] = 1, ya que las constantes conmutan con todo. De ah́ı se obtiene, de
la misma manera que el conmutador [ξ̂, π̂k] = kiπ̂k−1 del principio de este caṕıtulo, el
resultado [

(â− α),
(
â† − α∗

)k]
= k

(
â† − α∗

)k−1
.

Aśı,

(â− α)
(
â† − α∗

)k
|α〉 =

[(
â† − α∗

)k
(â− α) + k

(
â† − α∗

)k−1
]
|α〉

= k
(
â† − α∗

)k−1
|α〉 ,

o alternativamente

â

(
â† − α∗

)k |α〉
k!

= α

(
â† − α∗

)k |α〉
k!

+

(
â† − α∗

)k−1 |α〉
(k − 1)!

,

que es exactamente la propiedad de Jordan, (3.16b).

Antes de definir a estos estados como los nuevos vectores propios generalizados
|α, k〉, vale la pena calcular su norma:∣∣∣∣(â† − α∗)k |α〉∣∣∣∣2 =

〈
α

∣∣∣∣(â− α)k
(
â† − α∗

)k∣∣∣∣α〉
=

〈
α

∣∣∣∣(â− α)k−1

{(
â† − α∗

)k
(â− α) + k

(
â† − α∗

)k−1
}∣∣∣∣α〉

= k

〈
α

∣∣∣∣(â− α)k−1
(
â† − α∗

)k−1
∣∣∣∣α〉 , y análogamente

= k(k − 1)

〈
α

∣∣∣∣(â− α)k−2
(
â† − α∗

)k−2
∣∣∣∣α〉

...

= k(k − 1) · · · 2
〈
α

∣∣∣∣(â− α)1
(
â† − α∗

)1
∣∣∣∣α〉

= k(k − 1) · · · 2 · 1
〈
α

∣∣∣∣(â− α)0
(
â† − α∗

)0
∣∣∣∣α〉

= k(k − 1) · · · 2 · 1 〈α|α〉
= k!.

Por ello, nuestros candidatos a vectores propios generalizados tendrán norma∣∣∣∣ 1

k!

(
â† − α∗

)k
|α〉
∣∣∣∣ =

1√
k!
.
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Si bien esto no es un inconveniente terrible, conviene más que dichos vectores estén
normalizados a la unidad – tanto por la propiedad en śı como para simplificar los
factores numéricos más adelante. Esa definición lleva a escoger

|α, k〉 :=
1√
k!

(
â† − α∗

)k ∣∣∣α〉 . (3.20)

Esto implica, en particular, que la propiedad de Jordan (3.16b) no se cumple exacta-
mente; más bien toma la forma equivalente

â |α, k〉 = α |α, k〉+
√
k |α, k − 1〉 , (3.21)

que difiere únicamente en un factor numérico que será menos molesto que los que nos
ahorra la definición (3.20). En particular,

〈α, k|α, k〉 = 1. (3.22)

Procedemos ahora a explorar las propiedades anaĺıticas de los estados definidos por
(3.20), a los que nos podemos referir como estados coherentes generalizados. En parti-
cular, vimos ya que los primeros (con k = 1) generan a todo H, al igual que los estados
coherentes, lo cual lleva a la pregunta de si todos los estados coherentes generalizados
generan, integrando sobre una misma “capa”, a H. Dicha pregunta se responde calcu-
lando, de manera análoga a (3.18); el paso crucial es la penúltima igualdad, en la que
se utiliza la propiedad de Jordan, (3.21), para hacer actuar al escalar α∗ – que, como
tal, conmuta con |α, k − 1〉〈α, k| – como operador.∫

d2α

π
|α, k〉 〈α, k| =

∫
d2α√
k!π

(
â† − α∗

)k ∣∣∣α〉〈α, k∣∣∣
=

∫
d2α√
kπ

(
â† − α∗

) ∣∣∣α, k − 1
〉〈

α, k
∣∣∣ , por (3.20) cambiando k por k − 1,

=

∫
d2α√
kπ

[
â† |α, k − 1〉 〈α, k| − α∗ |α, k − 1〉 〈α, k|

]
= â†

∫
d2α√
kπ
|α, k − 1〉 〈α, k| −

∫
d2α√
kπ
α∗ |α, k − 1〉 〈α, k|

= â†
∫

d2α√
kπ
|α, k − 1〉 〈α, k| −

∫
d2α√
kπ
|α, k − 1〉 〈α, k|α∗

= â†
∫

d2α√
kπ
|α, k − 1〉 〈α, k| −

∫
d2α√
kπ
|α, k − 1〉

(
〈α, k| â† − 〈α, k − 1|

√
k
)
,

por la adjunta de la ecuación (3.21), con lo cual

=
â†√
k

∫
d2α

π
|α, k − 1〉 〈α, k| −

∫
d2α

π
|α, k − 1〉 〈α, k| â

†
√
k

+

∫
d2α

π
|α, k − 1〉 〈α, k − 1| .
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Aśı, el siguiente paso es claramente calcular∫
d2α

π
|α, k − 1〉 〈α, k| =

∫
d2α√
kπ
|α, k − 1〉 〈α, k − 1| (â− α)

=

∫
d2α√
kπ

[
|α, k − 1〉 〈α, k − 1| â− |α, k − 1〉 〈α, k − 1|α

]
=

∫
d2α√
kπ
|α, k − 1〉 〈α, k − 1| â−

∫
d2α√
kπ
|α, k − 1〉 〈α, k − 1|α

=

∫
d2α√
kπ
|α, k − 1〉 〈α, k − 1| â−

∫
d2α√
kπ
α |α, k − 1〉 〈α, k − 1|

=

∫
d2α√
kπ
|α, k − 1〉 〈α, k − 1| â

−
∫

d2α√
kπ

(
â |α, k − 1〉 −

√
k − 1 |α, k − 2〉

)
〈α, k − 1| ,

de nuevo por (3.21), lo que da finalmente∫
d2α

π
|α, k − 1〉 〈α, k| =

∫
d2α

π
|α, k − 1〉 〈α, k − 1| â√

k

− â√
k

∫
d2α

π
|α, k − 1〉 〈α, k − 1|

−
√
k − 1√
k

∫
d2α

π
|α, k − 2〉 〈α, k − 1| .

Para no perderse en este mar de cuentas, es importante fijarse únicamente en
los objetos involucrados únicamente al inicio y al final de estas dos igualdades. En
particular, empiezan con dos integrales de la forma∫

d2α

π
|α, k〉 〈α, k| y

∫
d2α

π
|α, k − 1〉 〈α, k| ,

que quedan en términos de las integrales∫
d2α

π
|α, k − 1〉 〈α, k − 1| y

∫
d2α

π
|α, k − 2〉 〈α, k − 1| ,

de forma idéntica pero con el ı́ndice k reducido en uno.

Es aqúı que entra en juego la integral (3.19), pues nos permite completar la pareja
de integrales en el caso k = 1 (entendiendo |α, 0〉 = |α〉, notación consistente con la
cadena de Jordan (3.21) utilizada en el cálculo anterior), en el cual son iguales a 1 y
0, respectivamente.
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Aśı, lo natural es utilizar esos valores en las igualdades ya obtenidas (lo cual,
estrictamente, es válido únicamente para k = 2) y ver qué se obtiene. Con ello,∫

d2α

π
|α, k〉 〈α, k| = â†√

k

∫
d2α

π
|α, k − 1〉 〈α, k| −

∫
d2α

π
|α, k − 1〉 〈α, k| â

†
√
k

+

∫
d2α

π
|α, k − 1〉 〈α, k − 1|

=
â†√
k

0− 0
â†√
k

+ 1 = 1

para la primera y∫
d2α

π
|α, k − 1〉 〈α, k| =

∫
d2α

π
|α, k − 1〉 〈α, k − 1| â√

k

− â√
k

∫
d2α

π
|α, k − 1〉 〈α, k − 1| −

√
k − 1√
k

∫
d2α

π
|α, k − 2〉 〈α, k − 1|

= 1
â†√
k
− â†√

k
1 + 0 = 0

para la segunda. Esto completa el cálculo: por inducción matemática, debe tenerse∫
d2α

π
|α, k〉 〈α, k| = 1 y

∫
d2α

π
|α, k〉 〈α, k + 1| = 0 ∀ k ≥ 0. (3.23)

Más aún, la segunda propiedad puede ahora extenderse fácilmente, mediante∫
d2α

π
|α, k〉 〈α, k + 2| =

∫
d2α√
k + 2π

|α, k〉 〈α, k + 1| (â− α)

=

∫
d2α

π
|α, k〉 〈α, k + 1| â√

k + 2
−
∫

d2α√
k + 2π

|α, k〉 〈α, k + 1|α

= −
∫

d2α√
k + 2π

α |α, k〉 〈α, k + 1|

= 0−
∫

d2α√
k + 2π

(
â |α, k〉 −

√
k |α, k − 1〉

)
〈α, k + 1|

=

√
k√

k + 2

∫
d2α

π
|α, k − 1〉 〈α, k + 1| ,

que se anula para k = 0, y por inducción para cualquier k. Un argumento análogo
funciona para diferencias mayores entre los ı́ndices del bra y el ket, con el resultado de
que

∫
d2α
π |α, k〉 〈α, k + l| = 0 para cualquier l positiva. Todo esto puede resumirse de

manera particularmente compacta como∫
d2α

π
|α, k〉 〈α, l| = δkl. (3.24)
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3.5. Productos internos

En la sección anterior obtuvimos la existencia de los estados coherentes generaliza-
dos y caracterizamos su comportamiento bajo los operadores de creación y aniquilación.
Además, encontramos que el conjunto de estados coherentes generalizados de un ı́ndice
k fijo genera a todo el espacio H. Esto crea una estructura de “capas”: una copia del
plano complejo C para cada entero no negativo k.

Demostraremos, adicionalmente, que los estados coherentes generalizados corres-
pondientes a un número complejo fijo α, haciendo variar el ı́ndice k, también generan
a H. Para ello hace falta calcular los productos internos entre los distintos estados
coherentes generalizados, tanto dentro de una misma capa como de distintas capas.

Un primer caso es fácil, cuando los valores propios coinciden:

〈α, 1|α〉 = 〈α|(â− α)|α〉 = 0

〈α, 2|α, 1〉 =
1√
2
〈α, 1|(â− α)|α, 1〉 =

1√
2
〈α, 1|α〉 = 0, y en general

〈α, k + 1|α, k〉 =
1√
k + 1

〈α, k|(â− α)|α, k〉 =
1√
k + 1

〈α, k|α, k − 1〉 = 0,

por inducción. Análogamente,

〈α, l|α〉 =
1√
l
〈α, l − 1|(â− α)|α〉 = 0, y finalmente

〈α, k + l|α, k〉 =
1√
k + l

〈α, k + l − 1|(â− α)|α, k〉

=
1√
k + l

〈α, k + l − 1|α, k − 1〉 = 0,

de nuevo por inducción. Esto puede resumirse de manera compacta como

〈α, k|α, l〉 = δkl. (3.25)

Igualmente, conocemos ya el producto interno entre dos estados coherentes, (3.12),
igual a

〈α|β〉 = ei Im(α∗β)e−
1
2
|α−β|2 ,

el cual será particularmente útil y aparecerá como factor en cada producto interno de
aqúı en adelante.

Los primeros productos internos entre estados coherentes generalizados pueden
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calcularse, a mano, fácilmente:

〈α, 1|β〉 = 〈α|(â− α)|β〉 = (β − α) 〈α|β〉 y en general

〈α, k|β〉 =
1√
k!

〈
α
∣∣∣(â− α)k

∣∣∣β〉 =
(β − α)k√

k!
〈α|β〉 ;

〈α, 1|β, 1〉 =
〈
α
∣∣∣(â− α)(â† − β∗)

∣∣∣β〉 =
〈
α
∣∣∣[1 + (â† − β∗)(â− α)

]∣∣∣β〉
=
(
1− |β − α|2

)
〈α|β〉 ,

〈α, 2|β, 1〉 =
1√
2

〈
α
∣∣∣(â− α)2(â† − β∗)

∣∣∣β〉
=

1√
2

〈
α
∣∣∣[2(â− α) + (â† − β∗)(â− α)2

]∣∣∣β〉
=

2− |β − α|2√
2

(β − α) 〈α|β〉 , y

〈α, k|β, 1〉 =
1√
k!

〈
α
∣∣∣(â− α)k(â† − β∗)

∣∣∣β〉
=

1√
k!

〈
α
∣∣∣[k(â− α)k−1 + (â† − β∗)(â− α)k

]∣∣∣β〉
=
k − |β − α|2√

k!
(β − α)k−1 〈α|β〉 .

Un último caso particular es de interés:

〈α, 2|β, 2〉 =
1

2

〈
α
∣∣∣(â− α)2(â† − β∗)2

∣∣∣β〉
=

1

2

〈
α
∣∣∣[2 + 4(â† − β∗)(â− α) + (â† − β∗)2(â− α)2

]∣∣∣β〉
=

2− 4|β − α|2 + |β − α|4

2
〈α|β〉 , mientras que

〈α, k|β, 2〉 =
1√
k!2!

〈
α
∣∣∣(â− α)k(â† − β∗)2

∣∣∣β〉
=

1√
k!2!

〈
α
∣∣∣[(â† − β∗)(â− α)k + k(â− α)k−1

]
(â† − β∗)

∣∣∣β〉
=

1√
k!2!

〈
α
∣∣∣[(â† − β∗)(â− α)k(â† − β∗) + k(â− α)k−1(â† − β∗)

]∣∣∣β〉
=

1√
k!2!

〈
α
∣∣∣[(â† − β∗)((â† − β∗)(â− α)k + k(â− α)k−1

)]∣∣∣β〉
+

1√
k!2!

〈
α
∣∣∣[k ((â† − β∗)(â− α)k−1 + (k − 1)(â− α)k−2

)]∣∣∣β〉
=

1√
k!2!

〈
α
∣∣∣[(α∗ − β∗)((α∗ − β∗)(β − α)k + k(β − α)k−1

)]∣∣∣β〉
+

1√
k!2!

〈
α
∣∣∣[k ((α∗ − β∗)(β − α)k−1 + (k − 1)(β − α)k−2

)]∣∣∣β〉
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=
(α∗ − β∗)2(β − α)k + 2k(α∗ − β∗)(β − α)k−1 + k(k − 1)(β − α)k−2

√
k!2!

〈α|β〉

=
|β − α|4 − 2k|β − α|2 + k(k − 1)√

k!2!
(β − α)k−2 〈α|β〉 .

Con esto puede establecerse un patrón general: para k > l, el producto interno
〈α, k|β, l〉 será igual al producto de 〈α|β〉 con (β − α)k−l, el factor numérico 1/

√
k!l!,

y un polinomio en |α − β|2. Para poder avanzar en el análisis, a falta de más infor-
mación sobre dichos polinomios, primero les ponemos nombre. Es decir, postulamos la
existencia de polinomios P k−lk tales que, para k ≥ l,

〈α, k|β, l〉 = (β − α)k−lP k−lk (|β − α|2)
〈α|β〉√
k!l!

.

El problema se convierte, entonces, en encontrar dichos polinomios.

Esto se hace mediante una relación de recurrencia, que es básicamente lo único que
permite la información con que se cuenta sobre ellos. Empezamos atacando el caso más
sencillo, cuando k = l:

〈α, k|β, k〉 =
1√
k

〈
α, k

∣∣∣(â† − β∗)∣∣∣β, k − 1
〉

=
1√
k

(
〈α, k|(α∗ − β∗)|β, k − 1〉+

√
k 〈α, k − 1|β, k − 1〉

)
=
α∗ − β∗√

k
〈α, k|β, k − 1〉+ 〈α, k − 1|β, k − 1〉 .

Entonces, sustituyendo la definición de P k−lk , se obtiene

P 0
k (|β − α|2)

k!
=
α∗ − β∗√

k
(β − α)

P 1
k (|β − α|2)√
k!(k − 1)!

+
P 0
k−1(|β − α|2)

(k − 1)!

=
1

k!

[
−|β − α|2P 1

k (|β − α|2) + kP 0
k−1(|β − α|2)

]
.

Esto da una relación de recurrencia, pero es entre dos familias de polinomios, P 0
k y

P 1
k , de modo que se requiere otra relación. Ésta se obtiene, por supuesto, de desarrollar

el producto interno asociado a P 1
k :

〈α, k|β, k − 1〉 =
1√
k
〈α, k − 1|(â− α)|β, k − 1〉

=
1√
k

(
〈α, k − 1|(β − α)|β, k − 1〉+

√
k − 1 〈α, k − 1|β, k − 2〉

)
,
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de donde

P 1
k (|β − α|2) = P 0

k−1(|β − α|2) + (k − 1)P 1
k−1(|β − α|2).

Es decir, se tiene la relación de recurrencia (doble){
P 0
k (x) = −xP 1

k (x) + kP 0
k−1(x)

P 1
k (x) = P 0

k−1(x) + (k − 1)P 1
k−1(x).

(3.26a)

(3.26b)

Esto confirma, de un golpe, que las funciones P 0
k y P 1

k (que en principio seŕıan
funciones arbitrarias de α y β) son polinomios en x = |β − α|2 y, más aún, indica que
son de grado k y k−1 respectivamente, tienen coeficientes enteros, y tienen coeficiente
principal (−1)k. Además, pueden calcularse con facilidad los primeros polinomios:

P 0
0 (x) = 1

P 0
1 (x) = 1− x P 1

1 (x) = 1

P 0
2 (x) = 2− 4x+ x2 P 1

2 (x) = 2− x
P 0

3 (x) = 6− 18x+ 9x2 − x3 P 1
3 (x) = 6− 6x+ x2

P 0
4 (x) = 24− 96x+ 72x2 − 16x3 + x4 P 1

4 (x) = 24− 36x+ 12x2 − x3.

Consultando cualquier texto sobre funciones especiales4 puede verse que estos son
exactamente los polinomios de Laguerre, salvo por factores de normalización. Es decir,
para estos primeros casos se cumple

P 0
k (x) = k!Lk(x) := ex

dk

dxk

[
xke−x

]
, y (3.27a)

P 1
k (x) = (k − 1)!L

(1)
k−1(x) := −(k − 1)!

d

dx
[Lk(x)] . (3.27b)

Aśı, la meta es demostrar estas relaciones para todo valor de k. Como la única
información que tenemos sobre las Pk’s es su relación de recurrencia, tendrá que ser
con esa herramienta. Sin embargo, las relaciones de recurrencia para los polinomios de
Laguerre son bastante menos complicadas y, en particular, están desacopladas:

{
(n+ 1)Ln+1(x) = (2n+ 1− x)Ln(x)− nLn−1(x)

(n+ 1)L
(k)
n+1(x) = (2n+ 1 + k − x)L(k)

n (x)− (n+ k)L
(k)
n−1(x)

(3.28a)

(3.28b)

Es decir, en cada relación de recurrencia ocurren únicamente polinomios de un mismo

tipo, L
(k)
n o Ln, de distinto grado.

4Aqúı seguimos la normalización y los resultados de [1] y [4], que coinciden en sus definiciones para

Ln(x) y L
(k)
n (x).
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Para salvar esta diferencia, notamos que las recurrencias (3.26) pueden desacoplarse
parcialmente, sustituyendo (3.26b) en śı misma:

P 1
k (x) = P 0

k−1(x) + (k − 1)P 1
k−1(x)

= P 0
k−1(x) + (k − 1)

(
P 0
k−2(x) + (k − 2)P 1

k−2(x)
)

...

= P 0
k−1(x) + (k − 1)P 0

k−2(x) + (k − 1)(k − 2)P 0
k−2(x)

+ · · ·+ (k − 1)(k − 2) · · · 2 · 1P 0
0 (x),

que puede expresarse como

P 1
k (x) =

k−1∑
j=0

(k − 1)!

j!
P 0
j (x), (3.29)

lo cual permite expresar a cada P 1
k (x) exclusivamente en términos de las P 0

j (x). Esta
relación puede sustituirse en (3.26a) para obtener una relación de recurrencia única-
mente en las P 0

k (x):

P 0
k (x) = −x

k−1∑
j=0

(k − 1)!

j!
P 0
j (x) + kP 0

k−1(x). (3.30)

Sin embargo, esto tiene la desventaja de que cada P 0
k no queda expresada en térmi-

nos de las dos anteriores, sino de todas las anteriores. Para remediar esto, en vez de
intentar “limpiar” la recurrencia (3.30) para intentar hacerla coincidir con (3.28a),
conviene “ensuciar” (3.28a), mediante un resultado particularmente útil, pero poco
conocido fuera de la comunidad de funciones especiales:

Paréntesis matemático 3.2. Fórmula de Christoffel-Darboux

Teorema 1 (Christoffel-Darboux). Sea {fn : n = 0, 1, 2, . . .} una familia de
polinomios ortogonales en [a, b] con respecto a w(x), que cumplen la relación
de recurrencia

fn+1(x) = (an + bnx)fn(x)− cnfn−1(x).

Entonces, si se definen kn, k′n y hn mediante

fn(x) = knx
n + k′nx

n−1 + · · · y

hn =

∫ b

a
(fn(x))2w(x)dx,
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se tiene que

n∑
m=0

1

hm
fm(x)fm(y) =

kn
kn+1hn

fn+1(x)fn(y)− fn(x)fn+1(y)

x− y
. (3.31)

Demostración. (basada en la de [54, pp. 42-44]).

Lo primero es encontrar relaciones de recurrencia para kn y k′n. Sustitu-
yendo la recurrencia de las fn en sus definiciones se obtiene

fn+1(x) = kn+1x
n+1 + k′n+1x

n + · · · = (an + bnx)fn(x)− cnfn−1(x)

= (an + bnx)(knx
n + k′nx

n−1 + · · · )− cn(kn−1x
n−1 + k′n−1x

n−2 + · · · )
= an(knx

n + k′nx
n−1 + · · · ) + bnx(knx

n + k′nx
n−1 + · · · )

− cnkn−1x
n−1 − cnk′n−1x

n−2 − · · ·
= bnknx

n+1 + (ankn + bnk
′
n)xn + · · · ,

que implica que kn+1 = bnkn y k′n+1 = ankn + bnk
′
n.

Por otro lado, como los polinomios son ortogonales, al tomar el producto
interno de

fn+1(x)− bnxfn(x) = anfn(x)− cnfn−1(x)

con fn+1 y fn−1 se obtienen, respectivamente,

hn+1 = bn

∫ b

a
xfn(x)fn+1(x)w(x)dx, y

bn

∫ b

a
xfn(x)fn−1(x)w(x)dx = cnhn−1.

De ah́ı, cambiando n+ 1 por n en la primera y sustituyendo, se obtiene

hn =
bn−1

bn
cnhn−1.

Puede ahora hacerse un proceso de inducción sobre n. Sustituyendo la
relación de recurrencia para las fn en el lado derecho de (3.31) se obtiene que
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In :=
kn

kn+1hn

fn+1(x)fn(y)− fn(x)fn+1(y)

x− y

=
kn

kn+1hn

[
((an + bnx)fn(x)− cnfn−1(x))fn(y)

x− y

−fn(x)((an + bny)fn(y)− cnfn−1(y))

x− y

]
=

kn
kn+1hn

bn(x− y)fn(x)fn(y) + cn(fn(x)fn−1(y)− fn−1(x)fn(y))

x− y

=
knbn
kn+1hn

fn(x)fn(y) +
kncn
kn+1hn

fn(x)fn−1(y)− fn−1(x)fn(y)

x− y
(F)

=
knbn
bnknhn

fn(x)fn(y) +
bn−1kn−1

bnkn

cn
hn

fn(x)fn−1(y)− fn−1(x)fn(y)

x− y

=
fn(x)fn(y)

hn
+
bn−1kn−1

bnkn

bn
bn−1hn−1

fn(x)fn−1(y)− fn−1(x)fn(y)

x− y

=
fn(x)fn(y)

hn
+

kn−1

knhn−1

fn(x)fn−1(y)− fn−1(x)fn(y)

x− y

=
fn(x)fn(y)

hn
+ In−1.

Es decir, In cumple la misma relación de recurrencia que la suma∑n
m=0

1
hm
fm(x)fm(y), por lo que deben ser iguales si se demuestra que son

iguales en un inicio, es decir, el paso base de la inducción.

Para ello basta observar que los cálculos del paso inductivo siguen valiendo
si se toma c0 = 0; ello es necesario para que se cumpla el primer caso de la
relación de recurrencia, f1(x) = (a0 + b0x)f0(x)− c0f−1(x), en el entendido de
que no existe la función f−1(x) pero ese término es cero. Por ello, el cálculo
anterior puede detenerse en el paso marcado (F) para obtenerse que

k0

k1h0

f1(x)f0(y)− f0(x)f1(y)

x− y
=
k0b0
k1h0

f0(x)f0(y) =
f0(x)f0(y)

h0
,

lo cual completa la demostración.

Para darle una trascendencia a este teorema más allá de su utilidad en
simplificar cuentas, basta ver que la suma que describe,

Kn(x, y) =
n∑

m=0

1

hm
fm(x)fm(y),

es el kernel integral de la proyección ortogonal Πn sobre el subespacio generado
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por los polinomios {f0, f1, . . . , fn}, de modo que

Πn(f)(x) =

∫ b

a
Kn(x, y)f(y)w(y)dy =

n∑
m=0

1

hm
fm(x)

∫ b

a
fm(y)f(y)w(y)dy

=
kn

kn+1hn

∫ b

a

fn+1(x)fn(y)− fn(x)fn+1(y)

x− y
f(y)w(y)dy,

el cual es un operador con un kernel integral mucho más sencillo que antes.
Sin embargo, eso nos aleja de nuestro propósito actual.

Para aplicar este teorema a nuestra situación, se escoge fn = Ln, los polinomios de
Laguerre, para los cuales los coeficientes relevantes son kn = (−1)n

n! y hn = 1, de modo
que kn/kn + 1 = −(n+ 1) y por ello

n∑
m=0

Lm(x)Lm(y) = (n+ 1)
Ln(x)Ln+1(y)− Ln+1(x)Ln(y)

x− y
.

Más aún, los polinomios cumplen que Ln(0) ≡ 1, de modo que al tomar y = 0 se tiene

n∑
m=0

Lm(x) =
n+ 1

x
(Ln(x)− Ln+1(x)) . (3.32)

De aqúı, basta reescribir esta expresión como

(n+ 1)Ln+1(x) = (n+ 1)Ln(x)− x
n∑

m=0

Lm(x)

y, recordando la hipótesis (3.27), ponerla en términos de k!Lk(x):

k!Lk(x) = k · (k − 1)!Lk−1(x)− x
k−1∑
m=0

(k − 1)!

m!
m!Lm(x),

que es exactamente la ecuación (3.30). Es decir, los polinomios P 0
k y k!Lk cumplen

la misma relación de recurrencia; como además coinciden en sus primeros términos,
deben ser iguales.

Esto nos lleva al final de la parte central de la demostración, obteniéndose lo que
es probablemente el resultado principal de esta sección:

〈α, k|β, k〉 = Lk(|β − α|2) 〈α|β〉 . (3.33)
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Re(β − α) Im(β − α)

| 〈α, 10|β, 10〉 |2

Figura 3.2: Módulo del producto interno entre estados coherentes generalizados del mismo ı́ndice: |〈α, 10|β, 10〉|2 en función de β−α
sobre el plano complejo. Se observa que la función se encuentra concentrada en un ćırculo de radio aproximadamente 1 alrededor del
origen y posteriormente forma 10 anillos, correspondientes a los 10 ceros de L10. Cuando k = 10 la función decae exponencialmente

para |α− β| >
(

2(k + 1
2 ) +

√
4(k + 1

2 )2 + 1
4

)1/2
≈ 7 (cf. [1], ec. (22.16.8)).
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Re(β − α) Im(β − α)

| 〈α, 20|β, 10〉 |2

Figura 3.3: Módulo del producto interno entre estados coherentes generalizados de distinto ı́ndice: |〈α, 20|β, 10〉|2 en función de
β − α sobre el plano complejo. Al igual que con el caso anterior, la función forma anillos, intercalados con los ceros de L10

10, y decae
exponencialmente para |β − α| & 9 (cf. [1], ec. (22.16.8)). En el centro se encuentra un cero de orden 20 en |β − α|. La amplitud se
concentra en el primer anillo, pero es marcadamente menor que en el caso anterior.
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Una de las implicaciones principales de este resultado es que, aunque ningún par
de estados coherentes son ortogonales, los estados coherentes generalizados śı pueden
serlo. De hecho, como

|〈α, k|β, k〉| =
∣∣Lk(|β − α|2)

∣∣ e 1
2
|α−β|2 ,

si se fija α, el lugar geométrico de las β ∈ C tales que |β, k〉 es ortogonal a |α, k〉
describe k ćırculos con centro en 0. Mostramos en la figura 3.2 la gráfica de un ejemplo
representativo de este producto interno, con k = 10.

Los productos internos más complicados, de la forma 〈α, k|β, l〉, son también de in-
terés. Sin embargo, para evitar un exceso de álgebra innecesaria, realizamos los cálculos
en el apéndice A y damos únicamente el resultado, (A.2):

〈α, k|β, l〉 =

√
l!

k!
(β − α)k−lL

(k−l)
l (|β − α|2) 〈α|β〉 , para k ≥ l. (A.2)

Un ejemplo t́ıpico se muestra en la figura 3.3, que grafica el módulo de dicho
producto interno. La fase, en cambio, se muestra en la figura 3.4, donde se observan tres
contribuciones principales. La primera es debida al factor (β −α)k−l, y es responsable
del comportamiento cerca del origen; la segunda se debe a los cambios de signo de

L
(k−l)
l (|β − α|2) en sus ceros, y genera los cambios abruptos de fase en los anillos que

definen dichos ceros.
Finalmente, el factor ei Im(α∗β) = ei Im(α∗(β−α)) del producto interno 〈α|β〉 causa el

comportamiento lejos del cero. En particular, si se fija α entonces la fase del producto
interno es función de β−α más que de β, en el sentido de que todo el comportamiento
interesante se encuentra cuando β − α es pequeña, y no β.

Ahora bien, como existe esta dependencia en dos parámetros, śı cambia el compor-
tamiento de esta fase según la relación de α con k y l. El caso graficado es más bien
intermedio: para α mayor, el comportamiento en “bandas” atraviesa los anillos y la
transición al comportamiento en rayos desde el origen ocurre dentro del primer cero,
mientras que para α menor dicha transición ocurre fuera de los anillos, en los cuales
domina el comportamiento centrado en el origen de (β − α)k−l. Esto se debe a que el
espaciamiento de las bandas lo controla el factor de α∗ en ei Im(α∗(β−α)).

3.6. Estados de número desplazados

Recordamos ahora al lector la definición de los estados coherentes generalizados,
(3.20):

|α, k〉 :=
1√
k!

(
â† − α∗

)k ∣∣∣α〉 .
En particular, es notable su parecido a la acción de â† sobre la base de número, (3.10),
dada por

|n〉 =
â†n√
n!
|0〉 .
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Re(β − α)

Im
(β
−
α

)

0

2π

π

1
2π

3
2π

Figura 3.4: Argumento del producto interno de estados coherentes generalizados de distintas
capas: arg(〈α, 20|β, 10〉) con valores entre 0 y 2π indicados por la escala de colores, en función
de β − α cuando se fija α = 5. Los cambios abruptos de fase en los anillos se deben al cambio

de signo de L
(k−l)
l (|β − α|2) en cada cero.
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Dicho parecido es importante, y puede hacerse preciso invocando al llamado operador
de desplazamiento,

D̂(α) := eαâ
†−α∗â. (3.34)

Puede demostrarse [21, pp 48-50] que este operador es unitario y tal que D̂(α)−1 =
D̂(α)† = D̂(−α), y que mediante la fórmula de Baker–Campbell–Hausdorff puede
expresarse como

D̂(α) = eαâ
†−α∗â = e−

1
2
|α|2eαâ

†
e−α

∗â = e
1
2
|α|2e−α

∗âeαâ
†
.

Paréntesis matemático 3.3. Fórmula de Baker-Campbell-Hausdoff

La fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff vale para operadores A y B tales
que su conmutador [A,B] conmuta tanto con A como con B, y establece que

eA+B = e−
1
2

[A,B]eAeB. (3.35)

Ofrecemos aqúı una demostración basada en [11, pp. 319-320], que empieza
con un lema técnico, en el cual dejamos de lado las cuestiones de convergencia
de la serie,

Lema 1. Para cualesquiera operadores A,B : H → H se tiene

eABe−A = B + [A,B] +
1

2!
[A, [A,B]] +

1

3!
[A, [A, [A,B]]] + · · ·

cuando ambos lados están definidos.

Demostración.
El truco es considerar la serie de Taylor de la función

f(λ) = eλABe−λA,

alrededor de λ = 0. Para ello hay que calcular

f(0) = B,

f ′(λ) = AeλABe−λAeλABe−λAA = Af(λ)− f(λ)A = [A, f(λ)]
⇒ f ′(0) = [A,B],

f ′′(λ) = [A, f ′(λ)]⇒ f ′′(0) = [A, [A,B]],

...

f (n)(λ) = [A, f (n−1)(λ)]⇒ f (n)(0) = [A, · · · , [A, [A,B]] · · · ],

...
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con la cual

f(λ) = B + λ[A,B] +
1

2!
λ2 [A, [A,B]] +

1

3!
λ2 [A, [A, [A,B]]] + · · ·

que demuestra el lema cuando λ = 1.

Si [A,B] conmuta con A y con B, entonces todos los términos de la serie
salvo por los primeros se anulan, y la serie ciertamente converge, a

eλABe−λA = B + λ[A,B].

Consideramos ahora la función F (λ) = eλAeλB, cuya derivada es

F ′(λ) = AeλAeλB + eλABeλB =
(
A+ eλABe−λA

)
eλAeλB

=
(
A+ eλABe−λA

)
F (λ) = (A+B + λ[A,B])F (λ).

Ésta es una ecuación diferencial en F (λ) cuya solución con F (0) = 1 es

F (λ) = eλ(A+B)+ 1
2
λ2[A,B],

lo cual da para λ = 1 que

eAeB = eA+B+ 1
2

[A,B] = e
1
2

[A,B]eA+B,

pues [A,B] conmuta con A+B.

De la expresión anterior se obtiene el conmutador
[
â, D̂(α)

]
= αD̂(α), mismo que

puede escribirse de la forma

D̂(α)â = âD̂(α)− αD̂(α) = (â− α)D̂(α)

⇒ â†D̂(−α) = â†D̂(α)† = D̂(α)†(â† − α∗) = D̂(−α)(â† − α∗)
⇒ â†D̂(α) = D̂(α).â† + D̂(α)α∗ (cambiando α por −α)

⇒ (â† − α∗)D̂(α) = D̂(α)â†,

que finalmente puede expresarse en la forma que nos será útil,

(â† − α∗)kD̂(α) = D̂(α)â†k. (3.36)

Esta forma es relevante ya que los estados coherentes pueden ser expresados como
la acción del operador de desplazamiento sobre el vaćıo. Es decir, como â |0〉 = 0, se
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tiene e−α
∗â |0〉 = |0〉, con lo cual

D̂(α) |0〉 = e−
1
2
|α|2eαâ

†
e−α

∗â |0〉 = e−
1
2
|α|2eαâ

† |0〉 = e−
1
2
|α|2

∞∑
n=0

(αâ†)n

n!
|0〉

= e−
1
2
|α|2

∞∑
n=0

αn√
n!
|n〉 = |α〉 ,

por las ecuaciones (3.10) y (3.11); este resultado es en buena medida la motivación de
la definición del operador de desplazamiento, que se define de esa forma para ser un
operador unitario con esta acción sobre el vaćıo. Para nuestros propósitos, este resul-
tado puede ser utilizado para calcular una nueva expresión para los estados coherentes
generalizados,

|α, k〉 =
1√
k!

(
â† − α∗

)k ∣∣∣α〉 =
1√
k!

(
â† − α∗

)k
D̂(α) |0〉 =

1√
k!
D̂(α)â†k |0〉

= D̂(α) |k〉 , (3.37)

donde |k〉 es el estado de número k, con n̂ |k〉 = k |k〉. Es decir, los estados coherentes
generalizados también pueden verse como los estados de número desplazados.

Este resultado es importante por śı solo, pero además permite encontrar una nueva
relación de completez: para cada α fija,

∞∑
k=0

|α, k〉 〈α, k| =
∞∑
k=0

D̂(α) |k〉 〈k| D̂(α)† = D̂(α)

( ∞∑
k=0

|k〉 〈k|

)
D̂(α)† = D̂(α)D̂(α)†

= 1. (3.38)

Más aún, como los distintos estados coherentes generalizados correspondientes a un
mismo valor propio α śı son ortogonales, con 〈α, k|α, l〉 = δkl, se obtiene que para cada
α ∈ C el conjunto {|α, k〉 : k = 0, 1, 2, . . .} es una base ortonormal para H.

Otra aplicación es una generalización particularmente interesante de la relación de
completez (3.24). Sean |ψ〉 , |ϕ〉 ∈ H dos estados arbitrarios. Entonces∫

d2α

π
D̂(α) |ψ〉 〈ϕ| D̂(α)† =

∫
d2α

π
D̂(α)

( ∞∑
k=0

|k〉 〈k|

)
|ψ〉 〈ϕ|

( ∞∑
l=0

|l〉 〈l|

)
D̂(α)†

=

∞∑
k=0

∞∑
l=0

∫
d2α

π
D̂(α) |k〉 〈k|ψ〉 〈ϕ|l〉 〈l| D̂(α)†

=

∞∑
k=0

∞∑
l=0

〈k|ψ〉 〈ϕ|l〉
∫

d2α

π
|α, k〉 〈α, l|

=

∞∑
k=0

∞∑
l=0

〈ϕ|l〉 〈k|ψ〉 δkl =

∞∑
k=0

〈ϕ|k〉 〈k|ψ〉 = 〈ϕ|ψ〉 . (3.39)
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En particular, si |ψ〉 ∈ H es un estado normalizado a 〈ψ|ψ〉 = 1, entonces∫
d2α

π
D̂(α) |ψ〉 〈ψ| D̂(α)† = 1. (3.40)

Es decir, la relación (3.39) permite obtener, a partir de un único estado arbitrario,
y mediante el operador de desplazamiento, un conjunto completo de estados. Más aún,
esto puede extenderse [2] para obtener una descomposición de la unidad a partir de
un operador de densidad ρ̂ =

∑
j pj |ψj〉 〈ψj | arbitrario (sujeto, por supuesto, a que∑

j pj = 1 y pj ≥ 0 para toda j), para el cual claramente∫
d2α

π
D̂(α)ρ̂D̂(α)† = 1. (3.41)

3.7. Evolución temporal y enerǵıa

Como parte final de nuestro análisis de los estados coherentes generalizados, o
estados de número desplazados, nos dedicamos a su relación con el hamiltoniano de os-

cilador armónico Ĥ = 1
2~ω

(
π̂2 + ξ̂2

)
= ~ω

(
â†â+ 1

2

)
, en particular en lo que respecta

a su evolución temporal y a su enerǵıa promedio.
En particular, nos interesa resolver la ecuación de Schrödinger,

i~
d

dt
|ψ(t)〉 = Ĥ |ψ(t)〉 ,

bajo la condición inicial |ψ(0)〉 = |α, k〉 para algunos α ∈ C y k ∈ {0, 1, 2, 3, . . .}
fijos. Para atacar este problema, la herramienta más evidente es la base de número; sin
embargo, esto puede evitarse en gran medida mediante el uso del operador de evolución

temporal Û(t) = e−iĤt/~ = e−i(n̂+ 1
2

)ωt.5 Aśı,

|ψ(t)〉 = Û(t) |ψ(0)〉 = e−i(n̂+ 1
2

)ωt |α, k〉 = e−
i
2
ωte−in̂ωt

(
â† − α∗

)k
√
k!

|α〉 .

Para evaluar esta expresión, utilizamos el hecho de que n̂â† = â†(n̂ + 1), que
implica que para cualquier función f se tiene f(n̂)â† = â†f(n̂+ 1); en particular, para
f(n) = e−inωt se obtiene e−in̂ωtâ† = â†e−i(n̂+1)ωt = â†e−iωte−in̂ωt. De ah́ı se obtiene, a
su vez, que para cualquier función6 g se cumple que e−in̂ωtg(â†) = g(â†e−iωt)e−in̂ωt.

Entonces, escribiendo a los estados de número desplazados |α, k〉 como

|α, k〉 =

(
â† − α∗

)k
√
k!

e−|α|
2/2eαâ

† |0〉 = gα(â†) |0〉 ,

5Este método se debe a una sugerencia del Dr. Octavio Castaños.
6Aqúı se supone que tanto f como g cuentan con series de Taylor, que se utilizan para definir su

acción sobre operadores.
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se obtiene a

|ψ(t)〉 = e−
i
2
ωte−in̂ωtgα(â†) |0〉 = e−

i
2
ωtgα(â†e−iωt)e−in̂ωt |0〉

= e−
i
2
ωt

(
â†e−iωt − α∗

)k
√
k!

e−|α|
2
eαâ

†e−iωt |0〉

= e−
i
2
ωte−ikωt

(
â† − (αe−iωt)∗

)k
√
k!

e−|αe
−iωt|2eαe

−iωtâ† |0〉 ,

que se puede escribir como

|ψ(t)〉 = e−i(k+ 1
2

)ωt
∣∣αe−iωt, k〉 . (3.42)

En particular, es notable de este resultado que los estados coherentes generalizados
evolucionan temporalmente dentro de una misma “capa”, es decir, con k constante. El
resultado para los estados coherentes, |ψ(t)〉 = e−

1
2
iωt
∣∣αe−iωt〉, es bien conocido [21,

pp. 50-52], y su generalización a (3.42) es bastante transparente.
Adicionalmente a lo anterior, pueden calcularse rápidamente el número promedio

de fotones,

〈α, k|n̂|α, k〉 =
〈
α, k

∣∣∣â†â∣∣∣α, k〉 = ‖â |α, k〉‖2 =
∥∥∥α |α, k〉+

√
k |α, k − 1〉

∥∥∥2

= |α|2 + k,

aśı como su dispersión,〈
α, k

∣∣∣(∆n̂)2
∣∣∣α, k〉 =

〈
α, k

∣∣n̂2
∣∣α, k〉− 〈α, k|n̂|α, k〉2

=
〈
α, k

∣∣∣â†ââ†â∣∣∣α, k〉− 〈α, k|n̂|α, k〉2
=
〈
α, k

∣∣∣â†2â2 + â†â
∣∣∣α, k〉− 〈α, k|n̂|α, k〉2

=
∥∥â2 |α, k〉

∥∥2
+ |α|2 + k −

(
|α|2 + k

)2
=
∥∥∥α2 |α, k〉+ 2α

√
k |α, k − 1〉+

√
k
√
k − 1 |α, k − 2〉

∥∥∥2

+ |α|2 + k −
(
|α|2 + k

)2
= |α|4 + 4|α|2k + k(k − 1) + |α|2 + k − |α|4 − 2|α|2k − k2

= |α|2 + 2|α|2k = |α|2 (2k + 1) .

De ellos se obtienen inmediatamente la enerǵıa promedio, dada por
〈
α, k

∣∣∣Ĥ∣∣∣α, k〉 =

~ω
(
|α|2 + k + 1

2

)
, y su dispersión,

〈
α, k

∣∣∣∣(∆Ĥ
)2
∣∣∣∣α, k〉 = ~2ω2|α|2 (2k + 1), con lo

cual ∆E = ~ω|α|
√

2k + 1. Con esto puede verse que la estad́ıstica de los estados |α, k〉
siempre es estrictamente subpoissoniana, pero esto sólo es significativo para |α| �

√
k.
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Cerramos este caṕıtulo relacionando los resultados hasta ahora obtenidos con los
conocidos en la literatura. El foco de esta sección, el hecho de que la evolución temporal
preserva la forma de la función de onda y sigue a un centroide con trayectoria clásica,
se conoce desde los años 50, cuando Senitzky [51] y Plebański [43, 44, 45], buscando
estados con exactamente esa propiedad, encontraron a los vectores |α, k〉 como las
únicas soluciones.7

Dicho trabajo parece haber sido ignorado durante bastante tiempo, y nuestros
estados coherentes generalizados no vuelven a aparecer de manera significativa hasta el
trabajo de Boiteux y Levelut en 1973 [6], quienes generalizan los resultados de Glauber
[22] de estados coherentes y encuentran, en particular, la relación de completez (3.24)
para k = l.

Igualmente, la relación (3.24) y sus generalizaciones a (3.40) y (3.39) se encuen-
tran naturalmente en la teoŕıa general de los estados coherentes [28, 42], ı́ntimamente
relacionada a la teoria de grupos y representaciones, pero puede ser demostrada inde-
pendientemente [2].

El producto interno 〈α, k|β, l〉, en cambio, es estudiado por Venkata Satyanarayana
[48] en la forma restringida, pero equivalente, con α = 0. Ah́ı se utiliza el cálculo

de Cahill y Glauber [7] del elemento de matriz
〈
m
∣∣∣D̂(α)

∣∣∣n〉, en el cual aparecen

naturalmente los polinomios asociados de Laguerre a través de su función generadora,

(1 + y)me−xy =
∞∑
n=0

L(m−n)
n (x)yn,

misma que aparece, con y = α/β y x = |β|2, en el elemento de matriz〈
m
∣∣∣D̂(β)

∣∣∣α〉 =
〈
m
∣∣∣e 1

2
(βα∗−β∗α)

∣∣∣β + α
〉

=
1√
m!

(β + α)me−
1
2
|β|2− 1

2
|α|2−β∗α.

Ese producto interno restringido a α = 0, es decir, 〈n|α, k〉, fue estudiado igual-
mente por Knight et al. [12], donde el énfasis está en fijar |α, k〉 y hacer variar n.
Ah́ı demuestran que el módulo cuadrado de dicho producto interno, igual a la distribu-
ción de número de fotones, muestra oscilaciones al variar n, exactamente análogas a las
del efecto Franck-Condon de espectroscoṕıa molecular, lo cual atribuyen a interferencia
en el espacio fase.

Los estados coherentes generalizados |α, k〉 de este texto empiezan a ser objeto de
interés por sus propiedades f́ısicas con el trabajo de Král [29, 30], Roy y Virendra
Singh [47], Knight et. al. [12, 25], Wünsche [60], y Venkata Satyanarayana [48]. En
particular, interesaban como el resultado probable de forzar clásicamente (es decir,
con una corriente oscilante) un campo electromagnético en un estado de número, y
pronto se volvieron un objeto de estudio interesante por derecho propio en la literatura,

7Si se buscan, en cambio, estados de dispersión fija alrededor de centroides con movimiento clási-
co, entonces las soluciones son más generales e incluyen, por ejemplo, a estados tan sencillos como

|α ⊥ β〉 =
[
1− | 〈β|α〉 |2

]−1/2
(|α〉 − 〈β|α〉 |β〉) [16, 34].
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donde se les conoce usualmente como estados de número desplazados y, ocasionalmente,
estados semicoherentes [6, 34].

Además de las propiedades anaĺıticas ya discutidas – de las cuales la resolución
del operador de aniquilación en bloques de Jordan infinitos, en particular, parece no
aparecer expĺıcitamente en la literatura – los estados de número desplazados son parti-
cularmente útiles para trabajar con las cuasiprobabilidades en óptica cuántica (a saber,
la función P de Sudarshan, la función de Wigner y la función Q de Husimi), las cuales
adquieren formas particularmente simples y nuevas generalizaciones.

Dos ejemplos de esto son la función de Wigner, que admite la representación en
serie [39]

W (α) =
2

π

∞∑
k=0

(−1)k 〈α, k|ρ̂|α, k〉 ,

y la función P de Sudarshan, que se generaliza a funciones [47]

pk(α) = P

∫
d2β

π

Tr(ρ̂D̂(β)†)

Lk(|β|2)
e

1
2
|β|2+βα∗−β∗α

tales que

ρ̂ =

∫
d2α

π
pk(α) |α, k〉 〈α, k|

para cualquier operador de densidad ρ̂. (Es decir, los estados |α, k〉 resuelven diagonal-
mente a cualquier operador de densidad ρ̂; de hecho, cualquier operador Ĝ admite tal
representación diagonal siempre que Tr(ĜĜ†) <∞.)

Las propiedades f́ısicas de los estados de número desplazados |α, k〉 son igualmente
ricas e interesantes. Particularmente, han sido utilizados con gran éxito para estudiar
el modelo de Jaynes-Cummings cuando el campo está en un estado coherente (como el
generado por el láser de bombeo) y el componente atómico está en un estado exitado,
situación en la cual el sistema tiende a oscilar entre el estado inicial y el estado con
el componente atómico desexcitado y el campo en un estado de número desplazado
[13, 17, 18, 40].

Otras aplicaciones, como a circuitos RLC mesoscópicos [59], también han sido estu-
diadas, y los estados de número desplazados |α, k〉 son actualmente foco de investigación
tanto teórica [10] como práctica y orientada a su implementación en experimentos [32].



Caṕıtulo 4

Número finito de fotones

En este caṕıtulo estudiaremos las restricciones de los operadores del campo elec-
tromagnético como oscilador armónico – en particular, los operadores de creación,
aniquilación, número y, sobre todo, posición – cuando se toma un espacio estado que
contiene únicamente un número finito de fotones.

Esto puede verse como la restricción a estados con enerǵıa acotada, es decir, subes-
pacios en los cuales el hamiltoniano Ĥ = ~ω(n̂ + 1/2) tiene valores propios acotados.
En particular, consideramos los espacios de Hilbert HN = span{|0〉 , · · · , |N〉} ⊆ H.
Tomamos a la acción de los operadores en HN como la misma que en H, ignorando
contribuciones de vectores de número |n〉 con n > N .1

Aśı, âN |n〉 =
√
n |n− 1〉 y â†N |n〉 =

√
n+ 1 |n+ 1〉, mientras que n̂N = â†N âN ,

ξ̂N = 1√
2
(âN + â†N ), y π̂N = 1

i
√

2
(âN − â†N ).

Aqúı hay un punto técnico que no es evidente, pero śı es importante: los operadores
de creación y aniquilación restringidos siguen siendo adjuntos uno del otro, lo que puede
expresarse como âN

† = â†N . Esto es crucial para que las cuadraturas ξ̂ y π̂ sigan siendo
autoadjuntas, y se debe a que si ΠN : H → HN es la proyección ortogonal sobre HN ,
entonces Π†N = ΠN y âN = ΠN âΠN , por lo cual âN

† = ΠN â
†ΠN .

Esto asegura que las cuadraturas son autoadjuntas, de modo que serán diagonali-
zables dentro de HN . Nos dedicamos ahora a estudiar su espectro.

4.1. Primera cuadratura

Dejamos por el momento a la cuadratura de momento, π̂N , de lado, pues veremos
luego que es equivalente a la de posición. Los polinomios caracteŕısticos de ésta pueden
calcularse de manera fácil, por lo menos para N pequeña:

det
(
ξ̂0 − λ

)
= det

(
1√
2

(0)− λ
)

= −λ,

1Técnicamente, dado un operador Ô : H → H, definimos su restricción al espacio con N fotones
como ÔN : HN → HN , la restricción de Ô a HN seguida de la proyección ortogonal sobre el mismo.
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det
(
ξ̂1 − λ

)
= det

(
1√
2

(
0 1
1 0

)
− λ

)
= λ2 − 1

2 ,

det
(
ξ̂2 − λ

)
= det

 1√
2

 0 1 0

1 0
√

2

0
√

2 0

− λ
 = −λ(λ2 − 3

2),

det
(
ξ̂3 − λ

)
= det

 1√
2


0 1 0 0

1 0
√

2 0

0
√

2 0
√

3

0 0
√

3 0

− λ
 = λ4 − 3λ2 + 3

4 ,

y aśı, obteniéndose polinomios con coeficientes racionales siempre. Aqúı, de nuevo,
nos enfrentamos a una familia de polinomios de grado ascendente, y de nuevo son
polinomios conocidos: puede verse de cualquier libro de funciones especiales (aunque
con esta normalización no es inmediatamente evidente) que estos son los polinomios
de Hermite2, o por lo menos los primeros de ellos. En particular, para estos casos se
tiene que

det
(
ξ̂N − λ

)
=

(−1)N+1

2N+1
HN+1(λ), (4.1)

donde se define Hn(x) = (−1)nex
2 dn

dxn e
−x2

.

Esta relación es bastante más fácil de demostrar que con los polinomios de Laguerre
del caṕıtulo anterior. Para ver que se cumple para toda N basta encontrar una relación

de recurrencia para los polinomios 2N+1 det
(
ξ̂N − λ

)
, expandiendo el determinante

por menores sobre el último renglón y luego sobre la última columna:

2N+1 det
(
ξ̂N − λ

)
= 2N+1 det


1√
2



0 1 0 · · · 0 0

1 0
√

2 · · · 0 0

0
√

2 0 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 · · · 0
√
N

0 0 0 · · ·
√
N 0


− λ



= 2
N+1

2 det



−
√

2λ 1 0 · · · 0 0

1 −
√

2λ
√

2 · · · 0 0

0
√

2 −
√

2λ · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 · · · −
√

2λ
√
N

0 0 0 · · ·
√
N −

√
2λ


,

2De nuevo, utilizamos la normalización y los resultados de [1].
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con lo cual

2N+1 det
(
ξ̂N − λ

)
= −2N/22λ det


−
√

2λ 1 · · · 0 0

1 −
√

2λ · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · −
√

2λ
√
N − 1

0 0 · · ·
√
N − 1 −

√
2λ



−2
N+1

2

√
N det



−
√

2λ 1 · · · 0 0 0

1 −
√

2λ · · · 0 0 0
...

...
. . .

...
...

...

0 0 · · · −
√

2λ
√
N − 2 0

0 0 · · ·
√
N − 2 −

√
2λ 0

0 0 · · · 0
√
N − 1

√
N



= −2λ2N det
(
ξ̂N−1 − λ

)
− 2

N+1
2 N det


−
√

2λ · · · 0 0
1 · · · 0 0
...

. . .
...

...

0 · · · −
√

2λ
√
N − 2

0 · · ·
√
N − 2 −

√
2λ


= −2λ · 2N det

(
ξ̂N−1 − λ

)
− 2N · 2N−1 det

(
ξ̂N−2 − λ

)
.

Esto demuestra que los polinomios (−2)N+1 det
(
ξ̂N − λ

)
cumplen la misma rela-

ción de recurrencia que los polinomios de Hermite,

HN+1(x) = 2xHN (x)− 2NHN−1(x). (4.2)

Como coinciden al inicio de la sucesión, deben coincidir para toda N ; esto demuestra
la hipótesis (4.1).

Se obtiene aśı una representación particularmente curiosa de los polinomios de
Hermite, en términos de un determinante particularmente importante de la teoŕıa del
oscilador armónico,

HN (x) = det


√

2



√
2x 1 0 · · · 0 0

1
√

2x
√

2 · · · 0 0

0
√

2
√

2x · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 · · ·
√

2x
√
N − 1

0 0 0 · · ·
√
N − 1

√
2x




(4.3a)

= 2N−1 det
(
ξ̂N−1 + x

)
. (4.3b)

Estos resultados tienen implicaciones importantes para el espectro de una cuadra-
tura finita como ξ̂N , que consta exactamente de los ceros del (N + 1)-ésimo polinomio
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de Hermite, HN+1. Esto es, en principio, una mala noticia: pueden encontrarse fórmu-
las exactas para los ceros de los primeros polinomios – incluso hasta H7 – pero no hay
fórmulas exactas generales para los ceros de ah́ı en adelante.

Por ello, el problema de la diagonalización de ξ̂N pudiera parecer insoluble: si no
se conocen los valores propios, encontrar los vectores propios parece poco menos que
imposible. Se conocen muchos resultados aproximados sobre los ceros en cuestión,
pero una aproximación para el valor propio – por buena que sea – sólo puede dar un
vector propio aproximado. Más aún, si se utiliza un valor propio aproximado en un
intento numérico de encontrar el vector propio, el error de la aproximación en el vector
será dif́ıcil de cuantificar.

Sin embargo, como veremos a continuación, el problema śı tiene una solución bas-
tante completa: pueden obtenerse fórmulas expĺıcitas para los vectores propios en térmi-
nos de los valores propios, que requieren una aproximación numérica al valor propio
únicamente si se requiere lo mismo para el vector propio, en cuyo caso la calidad de
aproximación es fácil de estimar. Esto se debe a que, aunque no se conocen fórmulas
cerradas para los ceros, śı se conocen muchos resultados sobre los polinomios que los
describen, aśı como sobre su número y distribución.

Antes de comenzar, conviene cambiar la normalización de los polinomios de Hermite
a la utilizada en estad́ıstica, Hen(x) := (−1)nex

2/2 d2

dxn e
−x2/2, que se relaciona a la

mencionada arriba mediante Hen(x) = 2−n/2Hn(x/
√

2), o alternativamente Hn(x) =
2n/2 Hen(

√
2x). En particular, los polinomios HeN tienen coeficiente principal 1, y

cumplen con la relación de recurrencia

Hen+1(x) = xHen(x)− nHen−1(x). (4.4)

Con esta normalización, se tiene

det
(√

2ξ̂N + λ
)

= HeN+1(λ);

Análogamente, para simplificar las cuentas, en vez de buscar diagonalizar a ξ̂N , lo hare-

mos con −
√

2ξ̂N . Es decir, buscamos vectores |v〉 ∈ HN tales que
(√

2ξ̂N + λ
)
|v〉 = 0.

Escribiendo |v〉 =
∑N

n=0 vn |n〉, este problema se escribe

λ 1 0 · · · 0 0

1 λ
√

2 · · · 0 0

0
√

2 λ · · · 0 0
...

...
... · · ·

...
...

0 0 0 · · · λ
√
N

0 0 0 · · ·
√
N λ





v0

v1

v2
...

vN−1

vN


=



0
0
0
...
0
0


. (4.5)

Ahora llevamos a la matriz a una forma triangular. Empezamos multiplicando el
segundo renglón por λ,3 restándole el primero, y luego multiplicando el tercer renglón
por λ2 − 1 y restándole

√
2 veces el segundo:

3En este paso, y los siguientes, se multiplican renglones completos de la matriz por cantidades que
podŕıan ser cero (y en algunos casos llegan a serlo). Sin embargo, el problema puede ignorarse, ya
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λ 1 0 · · · 0 0

1 λ
√

2 · · · 0 0

0
√

2 λ · · · 0 0
...

...
... · · ·

...
...

0 0 0 · · · λ
√
N

0 0 0 · · ·
√
N λ


→



λ 1 0 · · · 0 0

0 λ2 − 1
√

2λ · · · 0 0

0
√

2 λ · · · 0 0
...

...
... · · ·

...
...

0 0 0 · · · λ
√
N

0 0 0 · · ·
√
N λ



→



λ 1 0 0 · · · 0 0

0 λ2 − 1
√

2λ 0 · · · 0 0

0 0 λ(λ2 − 3)
√

3(λ2 − 1) · · · 0 0

0 0
√

3 λ · · · 0 0
...

...
...

... · · ·
...

...

0 0 0 0 · · · λ
√
N

0 0 0 0 · · ·
√
N λ


.

Aqúı se reconocen a los elementos diagonales ya obtenidos como los primeros
polinomios de Hermite, en su nueva normalización: He1(λ) = λ, He2(λ) = λ2 − 1,
He3(λ) = λ(λ2 − 3), etc. Análogamente, los elementos fuera de la diagonal son tam-
bién polinomios de Hermite: en el k-ésimo renglón y (k + 1)-ésima columna, donde
0 ≤ k ≤ N − 1, aparece

√
k + 1 Hek(λ).

Queda entonces claro que este procedimiento puede extenderse a toda la matriz:
si se ha efectuado el procedimiento de arriba para los primeros k − 1 renglones, se
tendrá entonces una matriz de la forma

...
...

...
...

...
...

...
...

...

0 0 · · · 0 Hek+1(λ)
√
k + 1 Hek(λ) 0 0 · · · 0 0

0 0 · · · 0
√
k + 1 λ

√
k + 2 0 · · · 0 0

...
...

...
...

...
...

...
...

...

 .

Aqúı se multiplica el renglón inferior por Hek+1(λ) y se le resta
√
k + 1 veces el superior,

para obtener cero en la entrada que tiene
√
k + 1. La entrada que tiene

√
k + 2 cambia

entonces a
√
k + 2 Hek+1(λ), mientras que la entrada diagonal cambia de λ a

λHek+1(λ)− (k + 1) Hek(λ) = Hek+2(λ),

debido a la relación de recurrencia (4.4).

Esto implica que, por inducción sobre k, el sistema puede transformarse completo
a una forma triangular superior, con elementos de la forma Hek(λ) en la diagonal

que dichos pasos son necesarios únicamente como “muletas” para construir la solución. Al obtener la
solución final, puede demostrarse que lo es sin importar que se haya multiplicado por cero.
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principal y
√
kHek+1(λ) en la subdiagonal superior. En particular, se tiene

He1(λ) He0(λ) 0 0

0 He2(λ)
√

2 He1(λ) 0

0 He3(λ)
√

3 He2(λ) 0
. . .

. . .
. . .

0 HeN (λ)
√
N HeN−1(λ)

0 0 HeN+1(λ)





v0

v1

v2
...

vN−1

vN


=



0
0
0
...
0
0


.

Este sistema es claramente singular (y por ello tiene soluciones no triviales) cuan-
do HeN+1(λ) = 0, como debe de ser ya que esos son precisamente los valores pro-
pios buscados. Sin embargo, también es singular cuando Hek(λ) = 0 para cualquier
k = 1, 2, . . . , N , lo cual es un artificio y agrega soluciones falsas, por lo que cualquier
candidato a solución debe ser cotejado con el sistema original.

Ya en su forma triangular superior, el sistema es fácil de resolver. La primera
ecuación,

He1(λ)v0 + He0(λ)v1 = λv0 + v1 = 0,

implica simplemente que v1 = −He1(λ)v0 = −λv0. Análogamente, la segunda ecuación
implica que v2 = −He2(λ)v1/

√
2 He1(λ) = 1√

2
He2(λ)v0, mientras que de la tercera se

obtiene v3 = −He3(λ)v2/
√

3 He2(λ) = − 1√
3·2 He3(λ).

De aqúı se obtiene el patrón general:

vk =
(−1)k√
k!

Hek(λ)v0 para k = 1, 2, . . . , N. (4.6)

Aqúı v0 es una constante arbitraria que puede escogerse para asegurar la norma-
lización. El vector v no se anula salvo que v0 lo haga, y cumple idénticamente las
primeras N ecuaciones sin importar el valor de λ. Esto se cumple tanto para el sistema
transformado como para el original, gracias a la relación de recurrencia (4.4). Por ello,
puede calcularse que(√

2ξ̂N + λ
)
|v〉 = (

√
NvN−1 + λvN ) |N〉

=

(
√
N

(−1)N−1√
(N − 1)!

HeN−1(λ) + λ
(−1)N√
N !

HeN (λ)

)
v0 |N〉

=
(−1)N√
N !

(λHeN (λ)−N HeN−1(λ)) v0 |N〉

=
(−1)N√
N !

HeN+1(λ)v0 |N〉 ,

de nuevo sin importar el valor de λ. Cuando λ es un cero de HeN+1 – de los cuales
hay N + 1, tantos como la dimensión de HN – se obtiene un vector propio de ξ̂N , con
valor propio −λ/

√
2, lo cual resuelve el problema de diagonalizar ξ̂N .
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Ahora bien, esta solución al problema de diagonalizar ξ̂N puede llevarse bastante
más lejos. Tomando al vector definido en (4.6) como una función de λ, definimos

|λ〉 = cN (λ)

N∑
k=0

(−1)k√
k!

Hek(λ) |k〉 , (4.7)

vista como una función de R en HN , y no únicamente sus valores en los N + 1 ceros
de HeN+1(λ) = 0. La constante arbitraria v0 fue reemplazada por cN (λ) para enfatizar
que puede depender de λ y N .

Como ya demostramos, la función λ 7→ |λ〉 cumple con la propiedad(√
2ξ̂N + λ

)
|λ〉 =

(−1)N√
N !

HeN+1(λ)cN (λ) |N〉 , (4.8)

cuya norma es

dN (λ) :=
∥∥∥(√2ξ̂N + λ

)
|λ〉
∥∥∥2

=
1

N !
HeN+1(λ)2cN (λ)2, (4.9)

y por supuesto se anula en los valores propios adecuados. Lo verdaderamente intere-
sante es que cuando N es grande, la función dN (λ) aśı definida no sólo tiene más ceros,
sino que también tiende a cero de una manera uniforme. Como dN (λ) indica en algún
sentido qué tan lejos está |λ〉 de ser un vector propio de ξ̂N , eso puede interpretarse
como que, para N grande, ξ̂N tiene a un continuo de “vectores propios aproximados”,
los vectores |λ〉 para λ ∈ R no necesariamente un valor propio, donde la indicación de
la calidad de la aproximación es justamente dN (λ).

Antes de demostrar esto hay que cuidar un detalle técnico, debido a la constante

de normalización cN (λ). Tiene poco interés decir que
(√

2ξ̂N + λ
)
|λ〉 tiende a cero si

|λ〉 también tiende a cero, de modo que hay que escoger la constante cN (λ) de manera
que |λ〉 tenga una normalización constante. Por ello, es natural pedir que

1 = 〈λ|λ〉 = cN (λ)2
N∑
k=0

1

k!
Hek(λ)2.

Esta suma es un polinomio de grado 2N , que afortunadamente puede ser evaluada
de manera exacta, de nuevo gracias a la fórmula de Christoffel-Darboux, (3.31):

n∑
m=0

1

hm
fm(x)fm(y) =

kn
kn+1hn

fn+1(x)fn(y)− fn(x)fn+1(y)

x− y
,

donde si fn = Hen los coeficientes apropiados son kn = 1 y hn =
√

2πn! [1, 22.2.15].
Aśı, para λ 6= µ se tiene que

N∑
k=0

1

k!
Hek(λ) Hek(µ) =

1

N !

HeN+1(λ) HeN (µ)−HeN (λ) HeN+1(µ)

λ− µ
.
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En nuestro caso interesa esa suma cuando λ = µ, lo cual puede lograrse tomando el
ĺımite µ→ λ en ambos lados. El lado izquierdo es trivial, mientras que el lado derecho
se resuelve con la regla de L’Hôpital. Aśı,

N∑
k=0

1

k!
Hek(λ)2 =

HeN (λ) He′N+1(λ)−HeN+1(λ) He′N (λ)

N !
= −HeN+1(λ)2

N !

d

dλ

[
HeN (λ)

HeN+1(λ)

]
.

Esta última expresión puede utilizarse para obtener una forma cerrada para dN (λ),
de la siguiente manera. Sustituyendo cN (λ) se tiene que

dN (λ) =
HeN+1(λ)2

HeN (λ) He′N+1(λ)−HeN+1(λ) He′N (λ)

= − 1
d

dλ [HeN (λ)/HeN+1(λ)]
.

Más aún, si se utiliza la recursión He′n(x) = nHen−1(x) puede simplificarse lo anterior
notando que

HeN (λ)

HeN+1(λ)
=

1

N + 1

He′N+1(λ)

HeN+1(λ)
=

1

N + 1

d

dλ
ln (HeN+1(λ)) ,

para obtener la ecuación

dN (λ) = − N + 1
d2

dλ2 [ln (HeN+1(λ))]
. (4.10)

Esta relación, aunque es particularmente simple y ciertamente no carece de belleza,
es poco útil, sin embargo, cuando se trata de evaluar numéricamente a dN (λ), o de
examinar sus propiedades. Para esos fines, conviene sustituir He′n(x) = nHen−1(x)
directamente, obteniéndose

dN (λ) =
HeN+1(λ)2

(N + 1) HeN (λ) HeN (λ)−N HeN+1(λ) HeN−1(λ)
. (4.11)

Eso deja en claro que para λ suficientemente grande, dN (λ) es un cociente de
polinomios mónicos, uno de grado 2(N + 1) y otro de grado 2N , con lo cual para λ
grande se comporta como λ2:

ĺım
λ→∞

dN (λ)

λ2
= 1.

Para λ relativamente pequeño la cosa cambia, y es mucho más interesante. Siendo
proporcional a HeN+1(λ)2 con un denominador finito que no se anula, dN (λ) es regular
y tiene exactamente N + 1 ceros, que corresponden, como se dijo arriba, a los N + 1
vectores propios de ξ̂N en HN . Dichos ceros están acotados (cf. [1], ecs. (22.15.40),
(22.15.41) y (22.16.8)) por

√
2
√
N + 1, por lo que su separación es aproximadamente

√
2
√
N + 1/(N + 1) =

√
2

N+1 .
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Esto permite, por otro lado, mejorar la aproximación anterior cuando λ es grande,
y cuantificar qué significa “grande” en este contexto. En particular, la aproximación
vale después del último cero, y puede demostrarse que

dN (λ) = λ2 − 3N +
N(5−N)

λ2
+ · · · para λ�

√
N.

Para hacer precisa la afirmación de que la separación de los ceros se aproxima por√
2/(N + 1), hay que recurrir a una expresión asintótica para dN (λ), que se obtiene

de la de Hen(x): para x fija y n→∞, se tiene que (cf. [1], ecs. (13.6.38) y (13.5.16))

Hen(x) =
2n/2√
π

Γ

(
n+ 1

2

)
e

1
2
x2

cos
(
x
√
n− nπ

2

) [
1 +O(n−1/2)

]
.

Para obtener de ah́ı una expresión para dN (λ) hay que atacar primero el denominador
de (4.11), lo cual conviene hacer por partes:

(N + 1) HeN (λ) HeN (λ) ≈ (N + 1)
2Nex

2

π
Γ

(
N + 1

2

)2

cos2
(
x
√
N −N π

2

)
≈ (N + 1)

2Nex
2

π

(√
4π

N + 1

(
N + 1

2e

)N+1
2

)2

cos2
(
x
√
N −N π

2

)
= (N + 1)

2Nex
2

π

4π

N + 1

(
N + 1

2e

)N+1

cos2
(
x
√
N −N π

2

)
= ex

2
e−(N+1)(N + 1)N+1

[
1 + cos

(
2
√
Nx−Nπ

)]
= ex

2
e−(N+1)(N + 1)N+1

[
1 + (−1)N cos

(
2
√
Nx
)]

por un lado, mientras que por otro

N HeN+1(λ) HeN−1(λ) ≈ N 2Nex
2

π
Γ

(
N + 2

2

)
Γ

(
N

2

)
cos
(
x
√
N + 1− (N + 1)

π

2

)
× cos

(
x
√
N − 1− (N − 1)

π

2

)
≈ N 2Nex

2

π

√
4π

N + 2

(
N + 2

2e

)N+2
2

√
4π

N

(
N

2e

)N
2

× cos
(
x
√
N + 1− (N + 1)

π

2

)
cos
(
x
√
N − 1− (N − 1)

π

2

)
= ex

2
e−(N+1) (N(N + 2))

N+1
2

[
cos
(
x
√
N + 1− x

√
N − 1− π

)
+ cos

(
x
√
N + 1 + x

√
N − 1−Nπ

)]
= ex

2
e−(N+1)

(
(N + 1)2 − 1

)N+1
2

[
− cos

(
2x√

N + 1 +
√
N − 1

)
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+(−1)N cos
(
x
(√

N + 1 +
√
N − 1

))]
≈ ex2

e−(N+1)
(
(N + 1)2 − 1

)N+1
2

[
− cos

(
x√
N

)
+ (−1)N cos

(
2
√
Nx
)]
,

donde además

(
(N + 1)2 − 1

)N+1
2 = (N + 1)N+1

(
1− 1

(N + 1)2

)N+1
2

≈ (N + 1)N+1

(
1− 1

2(N + 1)

)
por la serie binomial hasta su segundo término.

Entonces, restando ambos resultados, se obtiene que

(N + 1) HeN (λ) HeN (λ)−N HeN+1(λ) HeN−1(λ) ≈

≈ ex2
e−(N+1)(N + 1)N+1

(
1 + (−1)N cos

(
2
√
Nx
)

−
(

1− 1

2(N + 1)

)[
− cos

(
x√
N

)
+ (−1)N cos

(
2
√
Nx
)])

≈ ex2
e−(N+1)(N + 1)N+1

[
1 + cos

(
x√
N

)
+

(−1)N

2(N + 1)
cos
(

2
√
Nx
)]
.

Finalmente, utilizando la expresión asintótica para el numerador,

HeN+1(x)2 ≈ 2N+1

π
Γ

(
N + 2

2

)
ex

2
cos2

(
x
√
N + 1− (N + 1)

π

2

)
≈ 2N+1ex

2

π

4π

N + 2

(
N + 2

2e

)N+2

cos2
(
x
√
N + 1− (N + 1)

π

2

)
≈ ex2

e−(N+2)(N + 2)N+1
[
1 + cos

(
2
√
N + 1x− (N + 1)π

)]
≈ ex2

e−(N+2)(N + 2)N+1
[
1 + (−1)N+1 cos

(
2
√
N + 1x

)]
,

obtenemos la expresión deseada para dN (λ),

dN (λ) ≈ 1

e

(
N + 2

N + 1

)N+1 1 + (−1)N+1 cos
(
2
√
N + 1λ

)
1 + cos

(
λ√
N

)
+ (−1)N

2(N+1) cos
(

2
√
Nλ
) .

Esto puede simplificarse, utilizando el ĺımite
(
1 + 1

n

)n → e para eliminar el primer
coeficiente. Entonces, ignorando los términos en 1

N+1 , se obtiene finalmente

dN (λ) ≈
1 + (−1)N+1 cos

(
2
√
N + 1λ

)
1 + cos

(
λ√
N

) . (4.12)

Esta expresión es válida cuando λ �
√

2
√
N , y como el denominador oscila len-

tamente, no alcanza a anularse y la función es siempre regular. Esto demuestra que
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los ceros de dN (λ) están igualmente espaciados, con una separación aproximada de
π/
√
N + 1 entre ceros subsecuentes.

Podemos ahora acabar nuestro análisis del espectro de ξ̂N , cuando N es grande.
Vimos arriba que sus valores propios se encuentran entre −

√
2(N + 1) y

√
2(N + 1),

es decir, en intervalos cada vez más grandes, mientras que en el interior del intervalo se
encuentran igualmente espaciados, con separaciones π/

√
N + 1 cada vez más pequeñas.

Esto quiere decir que si N es grande, puede considerarse al espectro como un
continuo, es decir, que el espectro σ(ξ̂N ) tiende a ser todos los reales. Esta noción de
ĺımite parece bastante vaga, pero śı puede hacerse precisa. Por ejemplo, se tiene que

ĺım
N→∞

σ(ξ̂N ) :=

∞⋂
k=0

∞⋃
N=k

σ(ξ̂N ) = R, (4.13)

donde la ĺınea representa la cerradura topológica en R.4

Este ĺımite es importante, pues el procedimiento completo – la restricción de un
operador a un espacio de dimensión finita para su estudio, para posteriormente tomar
el ĺımite a infinito de dicha dimensión – coincide exactamente con el del formalismo de
Pegg y Barnett para el estudio de la formulación cuántica de la fase óptica [5, 41].

El resultado de Pegg y Barnett es análogo al nuestro: obtienen para la cantidad
eiφ un espectro que consiste en N + 1 puntos igualmente distribuidos en el ćırculo
unitario, que cuando N tiende a infinito se acercan, en el sentido de (4.13), a ser todo
el ćırculo unitario. En este sentido, el presente caṕıtulo puede verse como un estudio
de la cuadratura ξ̂ en el formalismo de Pegg y Barnett.

Regresando a dN (λ), tenemos en resumen que para λ grande se comporta como
λ2, mientras que para λ pequeño oscila senoidalmente entre 0 y 1, con una ampli-
tud que crece ligeramente con λ. Presentamos en la figura 4.1 ejemplos t́ıpicos del
comportamiento de dN (λ).

Aqúı vale la pena considerar exactamente qué significa el que en la región de los
valores propios dN (λ) oscile entre 0 y 1. Por la normalización que se escogió, con
〈λ|λ〉 = 1 para cada N , esto significa que siempre existen λ’s tales que dN (λ) =∥∥∥(
√

2ξ̂N + λ) |λ〉
∥∥∥2

= 〈λ|λ〉.
Podŕıa entonces parecer que el vector |λ〉 llega a estar todo lo lejos posible de ser

un vector propio, pero esto es incorrecto. Por ejemplo, para el último vector de la

base se cumple
∥∥∥(
√

2ξ̂N + λ) |N〉
∥∥∥2

= N + λ2 ≥ N , de modo que la curva λ 7→ |λ〉
śı está mucho más cerca de tener únicamente vectores propios de lo que en principio se
podŕıa esperar, lo cual justifica parcialmente el nombre “vectores propios aproximados”
aunque no se da lo que uno en principio pediŕıa para tal concepto – que dN (λ) tendiera
a cero de manera uniforme con N →∞.

4Esta noción de ĺımite es bastante útil: por ejemplo, es con esta definición que puede hacerse precisa
la noción de que los hiperboloides x2 + y2 − z2 = ±a2 “tienden” al cono x2 + y2 = z2 cuando a→ 0,

o bien que los elipsoides x2 + y2 + z2

c2
= 1 “tienden” al ciĺındro x2 + y2 = 1 cuando se hacen más

alargados y c→∞.
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λ

dN (λ)

Figura 4.1: Gráfica de dN (λ) en función de λ para N par de 0 (verde) a 10 (rojo) y 12 (negro).
Se observa que la separación entre los ceros disminuye al mismo tiempo que el intervalo en el
que ocurren crece. Además, la amplitud de la oscilación se mantiene básicamente constante.

4.3. Cuadraturas arbitrarias

Consideramos ahora al operador de momento π̂, aśı como una clase general de
operadores conocida como cuadraturas. Éstas se obtienen de los operadores de posición
y momento, ξ̂ y π̂, mediante una transformación canónica; en particular, mediante una
rotación del espacio fase por un ángulo β. Aśı, se definen los operadores

ξ̂β = cos(β)ξ̂ + sen(β)π̂, (4.14a)

π̂β = − sen(β)ξ̂ + cos(β)π̂. (4.14b)

De ah́ı se obtiene fácilmente que ξ̂β = cos(β)ξ̂+sen(β)π̂ = cos(β) â+â†√
2

+sen(β) â−â
†

i
√

2

= 1√
2

[
(cos(β)− i sen(β))â+ (cos(β) + i sen(β))â†

]
= 1√

2

[
e−iβ â+ eiβ â†

]
; análogamen-

te, π̂β = 1
i
√

2

[
e−iβ â− eiβ â†

]
. Como cos(β + π/2) = − sen(β) y sen(β + π/2) = cos(β),

se puede ver que ξ̂β+π/2 = π̂β y π̂β+π/2 = −ξ̂β. En particular, se tiene que π̂ = ξ̂π/2, de
modo que para investigar a cualquier cuadratura de momento π̂β y, en paticular, a π̂,

basta únicamente con estudiar a ξ̂β.

Dicho estudio resulta a estas alturas trivial, ya que todas las cuadraturas son si-
milares, en el sentido técnico. En particular, las liga la transformación unitaria que
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cambia la fase de la base de número de |n〉 a eiβn |n〉, misma que puede expresarse
como U(β) = eiβn̂. Para esta transformación se cumple que

U(β)âU(β)† |n〉 = eiβn̂âe−iβn̂ |n〉 = eiβn̂âe−iβn |n〉 =
√
ne−iβneiβn̂ |n− 1〉

=
√
ne−iβneiβ(n−1) |n− 1〉 = e−iβ â |n〉 ,

de modo que U(β)âU(β)† = e−iβ â y, tomando la adjunta, U(β)â†U(β)† = eiβ â†.

Esto quiere decir que ξ̂β = U(β)ξ̂U(β)†, con lo cual ξ̂ y ξ̂β son similares para
cualquier β. Por ello, tienen exactamente los mismos valores propios y sus vectores
propios están apropiadamente relacionados por la transformación de similaridad U(β);
lo mismo ocurre para el vector |λ〉 de arriba, de modo que la función dN (λ) no se altera.

Lo anterior depende, por supuesto, de que las relaciones derivadas arriba entre ξ̂
y ξ̂β se mantengan al pasar del espacio completo H a los espacios dimensionalmente
finitos HN . Eso ocurre porque el operador de proyección ΠN : H → HN conmuta con
la transformación canónica (por ser esta última lineal) aśı como con la transformación
de similaridad U(β), ya que ambos son diagonales en la base de número.

4.4. La matriz de Jacobi

Nos enfocamos ahora en un aspecto bastante particular de los resultados encontra-
dos en este caṕıtulo, a saber, el polinomio caracteŕıstico de la cuadratura de posición,
dada por (4.1):

det
(
ξ̂N − λ

)
=

(−1)N+1

2N+1
HN+1(λ).

Esta expresión puede simplificarse considerablemente. En primer lugar, el signo
menos puede absorberse en el determinante para obtenerse HN+1(λ) = 2N+1 det(λ −
ξ̂N ); como todas las cuadraturas son similares, ah́ı puede cambiarse ξ̂N por −ξ̂N sin
perder generalidad. En segundo lugar, si se cambia la normalización de los polinomios
de Hermite a la usada arriba, Hen(λ) = 2−n/2Hn(λ/

√
2), se obtiene

HeN+1(λ) = 2−
N+1

2 HN+1

(
λ√
2

)
= 2+N+1

2 det

(
λ√
2

+ ξ̂N

)
= det

(
λ+
√

2ξ̂N

)
.

Es decir,

HeN+1(λ) = det



λ 1 0 · · · 0 0

1 λ
√

2 · · · 0 0

0
√

2 λ · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...

0 0 0 · · · λ
√
N

0 0 0 · · ·
√
N λ


.

Podemos ahora darle la vuelta a esta expresión, y verla como una nueva represen-
tación de los polinomios de Hermite, añadida a las bien conocidas como la fórmula
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de Rodrigues y la función generadora. No necesariamente es una expresión útil para
el cálculo numérico del polinomio, pero śı es sorprendente y está, como hemos visto,
muy relacionada con la teoŕıa que rodea a los polinomios de Hermite, mismos que
en particular describen la base de número con respecto a la que se toma este último
determinante.

Podemos ahora generalizar, y preguntarnos si es posible encontrar representacio-
nes en forma de polinomio caracteŕıstico para una familia arbitraria de polinomios
ortogonales, o por lo menos para las familias clásicas.

Un primer requisito para la existencia de tal representación es trivial: como todo
polinomio caracteŕıstico es mónico (es decir, tiene coeficiente principal igual a 1), de-
bemos pedir lo mismo para nuestra familia de polinomios. Esto siempre puede hacerse,
cambiando la normalización de la familia, aunque ello signifique que los polinomios
dejen de ser ortonormales.

Con esta objeción fuera del camino, demostraremos ahora que śı es posible encon-
trar dicha representación. Comenzamos definiendo una familia de matrices simétricas
tridiagonales J (n), en términos de dos sucesiones de parámetros, an (con n = 0, 1, 2, . . .)
y bn (con n = 1, 2, 3, . . .) de la forma

J (n) =



a0 b1 0 · · · 0 0
b1 a1 b2 · · · 0 0
0 b2 a3 · · · 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 · · · an−1 bn
0 0 0 · · · bn an


. (4.15)

Entonces, expandiendo por menores a lo largo de la última columna y luego a lo
largo del último renglón, de manera análoga a lo hecho anteriormente con el polinomio
caracteŕıstico del operador de posición, se obtiene la relación de recurrencia

det
(
λ+ J (n)

)
= (λ+ an) det

(
λ+ J (n−1)

)
− b2n det

(
λ+ J (n−2)

)
. (4.16)

Esta relación es la forma general de la relación de recurrencia de una familia cual-
quiera de polinomios ortogonales; el único requisito – excluyendo el caso de que las bn
sean imaginarias – es que la medida de ortogonalidad sea definida positiva, de modo
que ningún polinomio tenga norma negativa. Las condiciones iniciales para esta rela-
ción de recurrencia, los polinomios 1 y λ+ a0, son de nuevo suficientemente generales
para cubrir a una familia arbitraria de polinomios ortogonales mónicos.

Más aún, dada una familia arbitraria de polinomios, puede obtenerse fácilmente
(donde la facilidad depende de la información con que se cuente sobre dichos polino-
mios) la relación de recurrencia, y de ella se obtienen fácilmente las entradas, las an y
bn, de las matrices J (n) cuyos polinomios caracteŕısticos son los polinomios dados.

Esta matriz se conoce en la literatura de funciones especiales como la matriz de
Jacobi de cada familia de polinomios, y se conoce desde hace algún tiempo. El primero
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en utilizarla de manera fundamental fue Jacobi, en su estudio de las cuadraturas de
Gauss [20, pp. 152-153] (es decir, de la aproximación a la integral de una función
mediante su evaluación en un número finito de puntos).

En ese campo esta representación sigue siendo particularmente útil, ya que los
puntos donde se evalúa la función a integrar suelen ser los ceros de una familia de
polinomios [20]. Los resultados de esta sección permiten encontrar dichos ceros como
los valores propios de una matriz rala, y por lo tanto hacen el problema accesible a los
algoritmos del álgebra lineal, que suelen ser particularmente eficientes [33].

Esta representación no es directamente útil para el cálculo numérico de los polino-
mios, pero śı aparece en algunos algoritmos comunes como el de Lanczos [20, p. 212]
o en algoritmos de cálculo de los coeficientes de recurrencia por discretización de la
medida de ortogonalidad [20, p. 98]. Además, es de utilidad en el estudio de la función
generadora de momentos,

∑
n≥0 µnx

n para µn =
∫
tndµ(t) [3, pp. 266-269], con la cual

se puede recuperar la medida µ con respecto a la cual es ortonormal una familia dada
de polinomios.

Finalmente, el estudio de matrices de Jacobi como operadores, ya sea en espacios
de dimensión finita o infinita, es interesante por derecho propio [14, pp. 13-35] tanto
por la riqueza de los resultados obtenibles como porque dichos operadores aparecen
naturalmente en varios contextos, particularmente los relacionados a la teoŕıa de re-
presentaciones de grupos [24, 37, 38, 55, 56]; nuestro caso particular con los polinomios
de Hermite es un ejemplo de ello, donde el grupo en juego es el de Heisenberg-Weyl.

Mencionamos aqúı una última propiedad de la matriz de Jacobi: si se obtiene,
dada una familia de polinomios ortogonales, su representación como los polinomios
caracteŕısticos de las matrices de Jacobi correspondientes, entonces el Teorema de
Cayley-Hamilton asegura que los polinomios se anulan en la matriz correspondiente.

Asi, si se empieza con una familia de polinomios {f0, f1, f2, . . .} y se les expresa
como los polinomios caracteŕısticos fn(λ) = det(λ − J (n)) para matrices J (n) de la
forma de (4.15) apropiadamente escogidas, entonces el Teorema de Cayley-Hamilton
asegura que

fn(J (n)) = 0.

Es decir, se asegura la existencia de soluciones matriciales de la ecuación fn(X) = 0.

En nuestro caso particular, donde las matrices de Jacobi son los operadores de
posición restringidos, encontramos aśı soluciones matriciales expĺıcitas y elementales
de la ecuación

Hen(X) = 0,

para cada n. Esto no es un resultado trivial, sobre todo si se considera la misma
ecuación, Hen(x) = 0, pero con variable real x: ah́ı se conocen la existencia y número
de las ráıces, aśı como un buen número de propiedades, pero no se conocen expresiones
exactas para los ceros salvo en los primeros casos.

Por supuesto, la solución X =
√

2ξ̂N no es, ni mucho, la única solución de Hen(X) =
0, pues – por ejemplo – pueden obtenerse soluciones utilizando matrices diagonales de
cualquier tamaño cuyas entradas sean los ceros de Hen(x) = 0. Dejando abierta la
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pregunta de la posible existencia de otras soluciones, lo que śı podemos hacer en este
momento es caracterizar exactamente el resultado que ya demostramos.

La diferencia fundamental entre nuestra solución elemental y las otras mencionadas
arriba es que, en su representación diagonal, nuestra solución contiene como valor
propio a cada cero de Hen(x) = 0 exactamente una vez, de modo que Hen(λ) no sólo
es su polinomio caracteŕıstico, sino que es su polinomio mı́nimo.

Paréntesis matemático 4.1. Polinomio mı́nimo

Dada una matriz arbitraria M ∈Mr×r(C), el Teorema de Cayley-Hamilton
asegura la existencia de un polinomio, que de hecho es el polinomio carac-
teŕıstico de M , f(λ) = det(λ−M), bajo el cual M se anula, es decir, tal que
f(M) = 0.

Esto quiere decir que el conjunto de números naturales S = {n ∈ N :
existe g polinomio de grado n tal que g(M) = 0} es no vaćıo y por tanto tiene
un mı́nimo. Es decir, existe un polinomio de grado mı́nimo p(x) que anula a
M . Este polinomio se conoce como el polinomio mı́nimo de M .

Puede demostrarse [19, pp. 516-524] que p(x) es único salvo por una cons-
tante multiplicativa, y por tanto único si se pide que sea mónico. Más aún,
p(x) divide a cualquier polinomio g(x) que anule a M y tiene exactamente los
mismos ceros que el polinomio caracteŕıstico de M . Tiene el grado máximo
posible (igual a la dimensión de M) cuando Cr es M -ćıclico (es decir, cuando
existe v ∈ Cr tal que {v,Mv, . . . ,M r−1v} es base de Cr) y el grado mı́nimo
posible (igual al número de valores propios) si y sólo si M es diagonalizable.

En particular, p(x) tiene a cada valor propio de M con multiplicidad igual
al número de bloques de Jordan en los que aparece, de modo que si M es
diagonalizable cada cero aparece una única vez y p(x) coincide con el polinomio
caracteŕıstico si y sólo si todos los valores propios son distintos.

Aśı, pedir que Hen(x) sea el polinomio mı́nimo de una matriz A equivale a decir
que A tiene a cada cero de Hen(x) como valor propio de multiplicidad 1. Por ello, los
valores propios de A coinciden con los de

√
2ξ̂N en posición y multiplicidad, de modo

que ambas matrices son similares: existe Q ∈ GL(C, r) tal que A = Q−1
√

2ξ̂NQ, lo
cual caracteriza completamente a A.

Además, como este argumento depende únicamente de que todos los ceros de Hen(x)
sean distintos, el resultado vale siempre que ese sea el caso. De hecho, tal cosa ocurre
para cualquier familia de polinomios ortogonales cuya medida de ortogonalidad sea
definida positiva [54, p. 44].

Cerramos esta sección con otro ejemplo, particularmente simple e interesante, de
la representación en matriz de Jacobi de una familia clásica de polinomios ortogonales.
Consideramos una matriz con la misma estructura que ξ̂N , pero ahora omitiendo las
ráıces cuadradas:
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n︷ ︸︸ ︷

C(n) =



0 1 0 . . . 0 0
1 0 1 . . . 0 0
0 1 0 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . 0 1
0 0 0 . . . 1 0


.

Un cálculo sencillo da los polinomios de las primeras C(n): det(λ − C(1)) = λ y
det(λ− C(2)) = λ2 − 1; la relación de recurrencia, por otro lado, se obtiene de (4.16):

det(λ− C(n+1)) = λdet(λ− C(n))− det(λ− C(n−1)).

Con esto basta para identificar a estos polinomios como los polinomios de Chebyshev
del segundo tipo, definidos por

Un(cos(θ)) =
sen((n+ 1)θ)

sen(θ)
,

pues cumplen la misma relación de recurrencia y las mismas condiciones iniciales. En
particular,

Un(λ) = det(2λ− C(n)).

Como queda claro de la definición dada arriba, el estudio de los polinomios de
Chebyshev se facilita tremendamente si se toma su variable igual al coseno de un
ángulo θ. Por ejemplo, queda claro que sus ceros ocurren cuando θ = kπ

n+1 , de modo
que

Un(λ) = 0⇔ λ = cos

(
kπ

n+ 1

)
para k ∈ {1, 2, . . . , n− 1, n},

y en ese caso 2λ = 2 cos
(
kπ
n+1

)
es un valor propio de C(n). Esta identificación no es

fortuita: C(n) coincide con el operador de fase 2ĉos(iφ) en el formalismo de Susskind-
Glogower de la fase cuántica [21, pp. 36-39], cuando se restringe el segundo al espacio
de fotones finitos HN en el que trabajamos en este caṕıtulo.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

Este trabajo presenta tres contribuciones principales, correspondientes a los caṕıtu-
los 2, 3 y 4, respectivamente. En el caṕıtulo 2 se presenta la cuantización del campo
electromagnético en regiones libres de cargas, lo cual simplifica el tratamiento al evitar
la necesidad de utilizar los campos potenciales.

Sin embargo, al presentar la cuantización se evita recurrir a la solución clásica, co-
mo se hace en varios libros de texto, lo cual va en contra del principio de cuantización
canónica, el cual opera al nivel del hamiltoniano y sus variables pero no de sus solucio-
nes. En cambio, se cuantiza el formalismo hamiltoniano en su formulación compleja,
para después desacoplarlo, con un cambio mecánico-cuántico de variables, en variables
reales e independientes.

La esperanza al utilizar este enfoque sobre la cuantización es presentar un trata-
miento claro de cómo se cuantiza el campo electromagnético sin entrar en los detalles
técnicos, bastante más complicados, que surgen al incluir part́ıculas cargadas en el sis-
tema. Adicionalmente, se demuestra que puede llegarse a la misma descripción cuántica
del campo electromagnético sin pasar por los potenciales, cuantizando directamente
los campos de fuerza, E y B.

Por supuesto, este enfoque tiene sus desventajas. Al utilizar coordenadas cartesia-
nas en la cuantización, se obtienen vectores de polarización que no dependen de la
posición, lo cual es crucial en el proceso de cuantización; si se intentaran utilizar otras
coordenadas, las constricciones ∇ · E = 0 y ∇ · B = 0 seŕıan mucho más dif́ıciles de
asegurar, tanto aśı que necesitaŕıan alteraciones al proceso de cuantización canónica
mismo, pues debe cuantizarse entonces un sistema hamiltoniano con constricciones.

Adicionalmente, como se ignoró la presencia de part́ıculas cargadas a la hora de
dar un formalismo hamiltoniano para el campo y cuantizarlo, a la hora de describir
la interacción de las cargas con el campo cuantizado deberán proponerse enerǵıas de
interacción ad hoc, que no pueden deducirse de primeros principios ni de enerǵıas
clásicas ya conocidas, y que pueden únicamente, a lo más, reflejar formalmente a sus
contrapartes clásicas. Sin embargo, vale la pena considerar la cuantización sin cargas
ni potenciales como una ruta sencilla y limpia al campo cuantizado.

El caṕıtulo 3 comienza con una exploración matemática de la estructura que le
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impone al espacio de estados H el requisito de la cuantización canónica de la existencia
de operadores ξ̂, π̂ tales que [ξ̂, π̂] = i1. Aśı, se obtiene el espectro de ξ̂ y de π̂, para
luego repasar la definición y espectro del operador de número, n̂, y del operador de
aniquilación, â.

Es este último, proporcional al operador q̂+ que es de tanta utilidad en el caṕıtulo 2,
que es de particular interés. A partir de la existencia de, por un lado, vectores propios
cuyo valor propio puede ser cualquier número complejo α, y, por otro, de una base en
la que â actúa como un bloque de Jordan infinito, se predice, busca, y encuentra la
existencia, para cada número complejo α de una base infinita con respecto a la cual â
actúa como bloque de Jordan con el valor propio deseado.

Es decir, se encuentran los estados que aqúı llamamos estados coherentes generali-
zados, |α, k〉, con respecto a los cuales â actúa como bloque de Jordan, y se caracteriza
su estructura en H: se encuentran dos maneras fundamentalmente distintas de formar
conjuntos completos y se encuentran los productos internos, en términos de los polino-
mios de Laguerre generalizados, entre distintos estados coherentes generalizados. En
particular, se muestra que, en contraste con los estados coherentes, los estados cohe-
rentes generalizados śı pueden ser ortogonales unos con otros, lo cual podŕıa ser de
utilidad al diseñar esquemas numéricos para aproximación de estados cuánticos.

Además, se describe la evolución temporal de los estados coherentes generalizados
bajo el hamiltoniano de oscilador armónico, se calculan la enerǵıa y su dispersión, y
se demuestra que los estados coherentes generalizados coinciden con los estados de
número desplazados, como se conoce en la literatura al resultado de actuar con el
operador de desplazamiento sobre la base de número.

Aśı, se describe la estructura anaĺıtica particularmente rica del operador de aniqui-
lación, junto con su interacción con la estructura del espacio de Hilbert, esperando que
sea de utilidad para la descripción del campo cuantizado en sistemas más complicados.

Finalmente, en el caṕıtulo 4, en una ĺınea independiente, se consideran las cuadratu-
ras del campo (y como ejemplo representativo a la posición, ξ̂), cuando se les restringe
a espacios de dimensión finita, en los que los estados tienen accesible únicamente un
número finito de fotones (que luego puede hacerse tender a infinito). Ah́ı se demuestra
que el polinomio caracteŕıstico de las cuadraturas restringidas es, salvo por constantes,
un polinomio de Hermite, cuyos ceros dan los valores propios de la cuadratura.

Más aún, se encuentran fórmulas expĺıcitas para los vectores propios, de nuevo
usando los polinomios de Hermite, en términos del valor propio, λ, y se demuestra que
dicha fórmula define un vector que está notablemente cerca de ser un vector propio
incluso si λ no es un valor propio, por lo que puede considerarse un vector propio apro-
ximado. Para investigar esto, se propone una medida numérica de dicha aproximación,
y se investiga anaĺıticamente dicha función, que muestra un régimen oscilatorio y uno
creciente y polinomial.

Se mencionan, además, distintas consecuencias matemáticas del desarrollo anterior,
y su aplicación a problemas diversos del análisis numérico y las funciones especiales;
una consecuencia en particular que parece no haber aparecido es que de este trabajo
se desprende la existencia de ceros matriciales de los polinomios de Hermite, que en
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contraste con el caso de variable real śı tienen fórmulas elementales y sencillas en
términos del grado del polinomio.

El procedimiento de restricción de la dimensión del espacio bajo consideración, y
posteriormente el ĺımite de dicha dimensión a infinito, coincide con el formalismo de
Pegg y Barnett para el estudio de la fase óptica para el campo cuantizado. Espera-
mos que este estudio, con sus similitudes y diferencias, permita endender mejor ese
formalismo y sus posibles aplicaciones.



78 5. Conclusiones



Apéndice A

Productos internos II

En este apéndice investigaremos los productos internos entre dos estados coherentes
generalizados arbitrarios, de la forma 〈α, k|β, l〉. Conocemos ya su forma cuando k = l,
del resultado (3.33):

〈α, k|β, k〉 = Lk(|β − α|2) 〈α|β〉 ,

y tenemos una buena idea de su forma cuando k ≥ l. Para ese caso propusimos funciones
P k−lk tales que

〈α, k|β, l〉 = P k−lk (|β − α|2)(β − α)k−l
〈α|β〉√
k!l!

,

y demostramos que dichas funciones son polinomios con coeficientes enteros. Nos de-
dicamos ahora al estudio detallado de estos polinomios; en particular, demostraremos
que son múltiplos de los polinomios de Laguerre generalizados.

El primer caso de interés, cuando k = l + 1, ya está casi resuelto. Al desacoplar
las relaciones de recurrencia para P 0

k y P 1
k , se obtuvo el resultado (3.29), expresando

a P 1
k en términos de los P 0

k de orden inferior. Este resultado puede ahora, mediante la
fórmula de Christoffel-Darboux, extenderse considerablemente:

P 1
k (x) =

k−1∑
m=0

(k − 1)!

m!
P 0
m(x) = (k − 1)!

k−1∑
m=0

Lm(x) = k!
Lk−1(x)− Lk(x)

x
.

Aqúı, además, puede usarse la relación [1, 22.8.6]

−xL1
k−1(x) = x

d

dx
Lk(x) = k (Lk(x)− Lk−1(x))

para obtener aśı

P 1
k (x) = (k − 1)!L1

k−1(x),

lo cual demuestra la hipótesis (3.27).
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Ahora buscamos extender este resultado a P jk para cualquier j positiva. Empezamos
con j = 2, calculando

〈α, k + 2|β, k〉 =

〈
α, k + 1

∣∣∣∣ â− α√
k + 2

∣∣∣∣β, k〉
=

1√
k + 2

〈α, k + 1|
(

(β − α) |α, k〉+
√
k |β, k − 1〉

)
=

(β − α)√
k + 2

〈α, k + 1|α, k〉+

√
k√

k + 2
〈α, k + 1|β, k − 1〉

=
(β − α)√
k + 2

〈α, k + 1|α, k〉

+

√
k√

k + 2

(
(β − α)√
k + 1

〈α, k|α, k − 1〉+

√
k − 1√
k + 1

〈α, k|β, k − 2〉
)

...

=
(β − α)√
k + 2

〈α, k + 1|α, k〉+
(β − α)√
k + 2

√
k√

k + 1
〈α, k|α, k − 1〉

+
(β − α)√
k + 2

√
k√

k + 1

√
k − 1√
k
〈α, k − 1|α, k − 2〉+ · · ·

+
(β − α)√
k + 2

√
k√

k + 1

√
k − 1√
k
· · ·
√

1√
2
〈α, 1|α〉

= (β − α)

k∑
m=0

√
(m+ 1)!√
(k + 2)!

√
k!√
m!
〈α,m+ 1|β,m〉

= (β − α)
1√

(k + 2)(k + 1)

k∑
m=0

√
m+ 1 〈α,m+ 1|β,m〉 .

Entonces, sustituyendo la definición de P 2
k y el resultado (3.27), se tiene

P 2
k+2(|β − α|2)

k!
(β − α)2 〈α|β〉√

(k + 2)(k + 1)
= 〈α, k + 2|β, k〉

=(β − α)2 〈α|β〉√
(k + 2)(k + 1)

k∑
m=0

L1
m(|β − α|2),

es decir,

P 2
k+2(x) = k!

k∑
m=0

L1
m(x).

Esto puede simplificarse derivando la fórmula de Christoffel-Darboux en su forma

k−1∑
m=0

Lm(x) = − d

dx
Lk(x), (A.1)
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ya obtenida, para encontrar que

k−1∑
m=1

L1
m−1(x) = −

k−1∑
m=1

d

dx
Lm(x) =

d2

dx2
Lk(x) = L2

k−2(x),

donde se ha omitido el término constante, de m = 0. Con esto,

P 2
k+2(x) = k!L2

k(x),

y finalmente

〈α, k + 2|β, k〉 = (β − α)2L2
k(|β − α|2)

〈α|β〉√
(k + 2)(k + 1)

.

El caso general del producto interno 〈α, k + j|β, k〉 tiene, ahora śı, un trato idéntico
a éste, y ya es claro que el resultado sólo puede ser

〈α, k + j|β, k〉 = (β − α)jLjk(|β − α|
2)

〈α|β〉√
(k + j) · · · (k + 1)

,

que puede ser expresado alternativamente como

〈α, k|β, l〉 =

√
l!

k!
(β − α)k−lLk−ll (|β − α|2) 〈α|β〉 , para k ≥ l, (A.2)

lo cual completa el análisis.
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Apéndice B

Formulario

Este apéndice recoge resultados importantes, particularmente del caṕıtulo 3, para
ofrecerlos todos en un mismo lugar y aśı ayudar al lector a navegar las partes más
técnicas de este trabajo.

Aśı, consideramos el álgebra sobre un espacio de HilbertH generada por operadores
â, â† que obedecen el conmutador [

â, â†
]

= 1, (3.5)

y el hamiltoniano

Ĥ = ~ω
(
â†â+

1

2

)
= ~ω

(
n̂+

1

2

)
. (3.6)

Encontramos entonces la llamada base de número {|n〉}, para la cual n̂ |n〉 = n |n〉,

â† |n〉 =
√
n+ 1 |n+ 1〉 , (3.8)

â |n〉 =
√
n |n− 1〉 , (3.9)

y por ello |n〉 = 1√
n!
â†n |0〉.

Encontramos entonces los estados coherentes, vectores propios del operador de
aniquilación â con â |α〉 = α |α〉, dados por

|α〉 = e−
1
2
|α|2

∞∑
n=0

αn√
n!
|n〉 = e

1
2
α(α−α∗)π−1/4

∫ ∞
−∞

dξ e−
1
2

(ξ−
√

2α)2 |ξ〉 , (3.11)

y cuyos productos internos y externos obedecen〈
α
∣∣∣β〉 = e

1
2

(α∗β−αβ∗) exp

(
−1

2
|β − α|2

)
(3.12)

y ∫
d2α

π
|α〉 〈α| = 1. (3.13)
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En cuanto a los estados coherentes generalizados, fueron definidos como

|α, k〉 =

(
â† − α∗

)k
√
k!

|α〉 , (3.20)

definición que asegura que fijando el valor propio sean ortonormales:

〈α, k|α, l〉 = δkl. (3.22)

Estos estados obedecen la propiedad de bloque de Jordan con respecto a â, con valor
propio α, que se utiliza en cuatro formas equivalentes:

â |α, k〉 = α |α, k〉+
√
k |α, k − 1〉 , (3.21)

α |α, k〉 = â |α, k〉 −
√
k |α, k − 1〉 , (3.21′)

〈α, k| â† = 〈α, k|α∗ +
√
k 〈α, k − 1| , (3.21′′)

〈α, l|α∗ = 〈α, k| â† −
√
k 〈α, k − 1| . (3.21′′′)

Igualmente, sus productos externos cumplen que∫
d2α

π
|α, k〉 〈α, l| = δkl1 (3.24)

mientras que sus productos internos están dados por

〈α, k|β, k〉 = Lk(|β − α|2) 〈α|β〉 (3.33)

dentro de una misma capa, y

〈α, k|β, l〉 =

√
l!

k!
(β − α)k−l L

(k−l)
l (|β − α|2) 〈α|β〉 para k ≥ l. (A.2)

Además, cada bloque de Jordan es un conjunto completo,

∞∑
k=0

|α, k〉 〈α, k| = 1, (3.38)

la cual se demuestra usando la relación(
â† − α∗

)k
D̂(α) = D̂(α)â†k (3.36)

para conectar a los estados coherentes generalizados con la base de número mediante
el operador de desplazamiento:

|α, k〉 = D̂(α) |k〉 . (3.37)
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