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Capitulo 1

Introduccion

Este trabajo describe la cuantizacion del campo electromagnético para fines de la
Optica cuantica, junto con dos temas especificos relacionados a dicha area. Particular-
mente, describe a detalle la estructura analitica del operador de aniquilacion, para el
cual se muestra la existencia de un bloque de Jordan infinito con valor propio igual
a cada numero complejo, y se estudian a las cuadraturas en espacios de numero de
fotones finito.

El capitulo 2 revisa el proceso de cuantizacion del campo electromagnético en regio-
nes libres de carga, desde las ecuaciones de Maxwell hasta la formulacion cudntica de la
dindmica de cada modo normal del campo. Se utiliza un proceso formal que no depende
de la solucién clésica y, al no haber cargas, se evita toda referencia a los potenciales
electromagnéticos. Asi, se presenta una formulacién hamiltoniana de la dindmica del
campo, y su cuantizaciéon conforme al principio de cuantizacién candnica, puramente
en términos de los campos eléctrico y magnético, E y B.

Este enfoque difiere del presentado en algunos libros de texto de éptica cudntica
[21, 50] en que se trata a las componentes de Fourier del campo como cantidades
complejas desde el inicio — como deben de ser — pero se cuantiza directamente con los
campos, evitando las complicaciones que surgen si se consideran cargas y se cuantiza
con potenciales [9, 31]. La esperanza es dar una presentacién clara y completa de la
cuantizacién del campo — salvo su interaccion con la materia — accesible a estudiantes
con conocimientos béasicos de mecédnica analitica y cudntica.

El capitulo 3 se enfoca en la estructura matematica de la descripcién cudntica de
un inico modo normal del campo, derivando todos los resultados a partir de la relacién
de conmutacién canénica [z, p] = ih. La primera parte del capitulo recoge resultados
conocidos: en particular, el teorema de unicidad de von Neumann [57], que se presenta
en libros de texto [8, 15, 35, 36] salvo por el tratamiento de la degeneracién en Z, y
algunos resultados estandar sobre el oscilador armdnico cudntico.

Después de eso, se construyen los estados coherentes del oscilador armoénico co-
mo estados propios del operador de aniquilacién, y se generalizan a una sucesién de
vectores propios generalizados, en el sentido de un bloque de Jordan, para cada valor
propio complejo. Posteriormente se estudian las propiedades analiticas de estos estados
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2 1. Introduccién

coherentes generalizados, incluyendo sus productos internos, relaciones de completez, y
evolucién temporal, y se demuestra que coinciden con una clase de estados, los estados
de nimero desplazados, ya conocidos en la literatura.

En el capitulo 4 se estudian a las cuadraturas — es decir, la posiciéon de un oscilador
armonico, o el campo eléctrico o magnético de un modo normal del campo — cuando
se les restringe a espacios con un numero finito de fotones. Se estudia su espectro y se
presenta una solucién bastante elegante para su diagonalizacion.

En particular, se demuestra que su polinomio caracteristico es — salvo por constantes
—igual a un polinomio de Hermite, y que dichos polinomios juegan un papel crucial al
encontrar los vectores propios. Se relaciona este procedimiento con formalismos mas
generales y se estudia la forma exacta en que este operador y su espectro se acercan a
la forma del operador completo (la cuadratura sin restringir) cuando tiende a infinito
el nimero de fotones accesibles.

Finalmente, se incluyen dos apéndices. Uno incluye la derivacién del producto in-
terno més general entre estados coherentes generalizados, que se presenta aparte por
consistir en calculos largos y que no revelan nada particularmente nuevo sobre las
estructuras en juego.

Un segundo apéndice contiene los resultados més importantes utilizados en la cons-
truccion de los estados coherentes generalizados, y se incluye para ayudar al lector a
navegar las partes méas técnicas de dicha construccion.



Capitulo 2

Cuantizacion del campo
electromagnético

2.1. Descripcion clasica

El campo electromagnético es ttil para describir las fuerzas eléctricas y magnéticas
entre cargas y corrientes. Su descripcién clasica es mediante dos campos vectoriales, el
campo de intensidad eléctrica B y el campo de induccion magnética B, y la asignacion
de una carga eléctrica q a cada particula. Dichos elementos estdn controlados por las
ecuaciones de Maxwell [23, 46],

V-B=0 (2.1a)
0B
VXE= o (2.1b)
vE=" (2.1¢)
€0
E
V xB = pugd + uoéoaat, (2.1(1)

donde p es la densidad de carga y J es la densidad de corriente, y por la fuerza de
Lorentz, que actia sobre una particula de carga g y velocidad v,

F =¢E +¢qv x B. (2.2)

Con esta estructura bésica se construye la teoria electromagnética clasica, que ex-
plica con toda la precisién necesaria una gama muy amplia de fenémenos. Sin embargo,
hay algunos fenémenos que hacen necesaria una versién cuantica de esta teoria, entre
los cuales quiza el méas evidente es la radiacién de cuerpo negro, que dio base a toda
la mecénica cuantica.

Consideramos por simplicidad, de entrada, una regién cubica del espacio, de lado
L, sin cargas en su interior. En ese caso, la dindmica del campo se describe por las
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ecuaciones de Maxwell en el vacio,

V-B=0 (2.3a)
0B
VxE=-- (2.3b)
V-E=0 (2.3¢)
OE
B = - 2.3d
V x Ho€0 ot ( 3 )

Este es un sistema de ecuaciones diferenciales parciales de primer orden, y como
tal requiere condiciones iniciales y de frontera para especificar su solucién, E(x,t)
y B(x,t), inicamente. Las primeras son esenciales para cualquier sistema dindmico,
mientras que las segundas son condiciones puramente geométricas, y por ello cambian
segun la situacion que se desee describir.

Consideraremos, por sencillez, condiciones de frontera periddicas, que requieren
que ambos campos, y sus derivadas, sean iguales en puntos opuestos de la frontera. Sin
embargo, esa no es la tnica opcién razonable; por ejemplo, puede pedirse que ambos
campos se anulen en la frontera, lo cual corresponde a que la regién en consideracién
sea el interior de una cavidad con paredes reflejantes.

La solucién clésica de este sistema es mediante la descomposiciéon de E y B en se-
ries de Fourier: como soluciones a un sistema de ecuaciones diferenciales, se les supone
continuamente diferenciables tanto en el tiempo como en el espacio, de modo que pue-
den expresarse como combinacion lineal de funciones trigonométricas. En particular,
puede escribirse

E(x,t) =Y Ex(t)e™™y (2.4a)
k

B(x,t) = > By(t)e™™, (2.4D)
k

donde E_y(t) = Ex(t)" y B_k(t) = By (t)* para asegurar que E(x,t) y B(x,t) sean
reales, y k recorre un conjunto discreto de vectores en R3 que queda fijado por las
condiciones de frontera.

En nuestro caso, con condiciones de frontera periddicas, los vectores de onda admi-

sibles son k = 2T”(mx, My, M) para enteros my, my, m,. Si se tuvieran, por ejemplo, pa-
redes reflejantes en la frontera, los vectores de onda admisibles son k = 7 (my, m,, m.)
para enteros m,,my, m,, y las condiciones sobre Ey(t) y Bg(t) cambian. En general,

sin embargo, se tiene un conjunto numerable y discreto de vectores de onda.

En términos de las componentes de Fourier de los campos, las ecuaciones de Max-
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well se expresan

k-Bry=0
dBy
k x Ey = ———
e Bk at
k-Exy=0
dEg
ik x By = —
K X Bk = po€o ai
y pueden separarse derivando:
PPE, d 1 j dB '
ko C L ik xBr=—kx K= ' g (ik x Ey)
dt2 dt HO€EQ HO€ED dt H0O€Q
1 k|
= [(k-Exk— (k-k)Eg] = — Ey,
Ho€o Ho€o
es decir,
d’Ey
para wx = |k|/\/mo€o = c|k|. Andlogamente, se tiene
d°By d dEx i
=——ik xEy=—ikx — = — k x (ik x B
e ! x Ex 1k X T v x (ik x By)
1 k|? 2
= [(k . Bk)k — (k . k)Bk} = — By = —kak(t). (2.6)
Ho€o Ho€o

Sin embargo, Ex y By no son funciones independientes: si se conoce Ey(t) puede
encontrarse By (t) mediante la expresién

B
ik x ddi = —ik x (ik x Ex) = (k- Exk — (k- k)Ex = —[k[*Ex. (2.7

Ma4s atin, ambas funciones deben cumplir k- By = 0 = k - Ex. Por ello pueden
escogerse dos vectores unitarios ex; v exo para cada vector de onda k£ de manera que
Ex(t) = Eyxi(t)ex: + Exa(t)exs, Bi(t) = Byi(t)ex: + Bio(t)exs, y k-exy =k -exs =
ek - exe = 0. Dichos vectores pueden ser reales, en cuyo caso representan luz de pola-
rizacion lineal, pero en general serdan complejos, representando polarizacion eliptica.

Aqui es importante notar que en general los vectores de polarizaciéon dependen
de la posicién y que es tnicamente en coordenadas cartesianas que pueden suponerse
constantes. Por ello, entre otras razones, el desarrollo de aqui en adelante sélo se
generaliza a otras geometrias con bastante esfuerzo, por lo que es tema para otro
trabajo.
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2.2. Contenido energético
El elemento final de la descripcién basica de la dinamica cldsica del campo es su
contenido energético, dado por la expresiéon H = %fv (eOE -E+ iB . B) dV. Dicha

. . L ikx ik'-
expresion puede ser simplificada en este contexto, recordando que fo ek Xk Xy —
Léy,_y cuando k = 2wm/L con m entero, como ocurre aqui. Por ello,

1 1
H_/ (eoE-E+B-B>dV (2.8)
2 Jv 1o

1 . o
==/ |e E (t)e’k'x> : ( Ey (t)e’™ 'X> +
[ (Sror) - (2

1 A B
— By (t)e’k™* | - By ()X x| | v
) ()
L3 I 1
= — 60|Ek\2+ Bk|2]
2 zk: Ko
L’ [ 2 2 1 2 9
- EZ co(| Bt |” + | B )+%(’Bk1| + |Bke|”) (2.9)
k L
L3 I 1
- 72 €0|Eks|2+lm|3ksl2]~ (2.10)

~
[

Para obtener esta expresién utilizamos, en la tercera igualdad, las relaciones E_x(t) =
Ex(t)* y B_x(t) = Bx(t)*. Asimismo, estas implican que |Ex| = |[E_k| y |Bx| = |[B_x]|,
de modo que en la tltima suma cada término |Ey,|? o |Bys|? aparece dos veces.

En la electrodindmica con cargas, el cambio temporal de esta cantidad da el trabajo
realizado por el campo sobre las cargas menos la potencia radiada por las mismas (igual
al flujo del vector de Poynting, S = /TloE x B, en la frontera de V'), lo cual la identifica
como la energia del campo y por lo tanto como la energia total del sistema en ausencia
de cargas.

Sin embargo, existe una motivacién mucho mas sencilla para llamarle a (2.10) la
energia de este sistema dinamico, ya que acttia como su hamiltoniano. Para hacer esto
concreto, notamos primero que la relacién (2.7) puede escribirse como

‘ dB
—[k[*(Bxi(t)ew + Exa(t)exs) = —|k|*Ex(t) = ik x d—tk
. d dBy; . dBys .
=1k X N [Bkl (t)ek1 + Bkz(t)ekg] = d:l ik X ex1 + k2 1K X eypo

dBya
dt

d By . .
Fral T {k, ek1,ek2} es un sistema derecho.

= —i’k| ekl +i’k|

Entonces, definiendo oy = —ﬁ (k x ekys) - €, (escogiendo de aqui en adelante
s =2si s =1,y viceversa), que puede suponerse real y en general es igual a +1, lo



2.3. Descripcién hamiltioniana 7

anterior se escribe

d By

dt ’
de modo que si se identifica a Byg, donde s = 1,2 y k recorre los vectores de on-
da admisibles, como la “posicién” del sistema, entonces las coordenadas Fy, pueden
pensarse como su “momento”.

‘k’EkS = ’iO’ks (211)

2.3. Descripcién hamiltioniana

Para hacer esto preciso, definimos variables canénicas qys(t) = oy Bks(t) (donde ay
es una constante de normalizacién por determinar). Aqui hay que tener cuidado, pues
dichas variables son complejas, lo cual altera ligeramente el formalismo hamiltoniano.
Ademas sabemos que para que el campo sea una funcién real de la posicion debe tenerse
q—ks = Q. Por lo que unicamente la mitad de las qi, serdn variables independientes,
aunque esto no es una preocupacién inmediata.

Con variables complejas, las ecuaciones de Hamilton se expresan

. OH
0= g (2.12)
OH

donde en el hamiltioniano H, igual a la energia del sistema, se consideran a ¢, ¢*, p
y p* como variables independientes al tomar las derivadas parciales. Asi, nos interesa
calcular las derivadas parciales

oOH OH |4
= Bks )
8Bks o

donde V = L3. El factor de % de la ecuacién (2.10) desaparece pues cada término
aparece dos veces, y aunque al derivar con respecto a E}_ en este formalismo debe
tratarse a Ky, como constante, tenemos F_y, = E} .

Con esta nueva notacion, la ecuacién (2.11) se escribe

dqys dBys . K| B . K| 1 OH oH
=« = —i0Ky (X ;= — 10K O = — ,
dt k dt ks’ Yk ks ks’ Xk GOV aEi:S/ 8]91*“
si se escoge pxs = %Eks/. Para asegurar que se cumpla la otra ecuacion de

Hamilton, calculamos

dps  —iokyeV dBiy  —iokyeoV d oy dBi eV  d?By,

dt  awk|  dt  owlk|] dt k| dt  awlk]? 4%
Es aqui donde resulta necesario recurrir a nuestra descripcion anterior del campo,
codificada en las ecuaciones (2.5) y (2.6). Con la segunda, lo anterior se reduce a
dprs  €Vuwy eV c? 1V

_ S Ly S LY
dt o k|2 ok g ax po
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misma que puede expresarse de la forma

dps 1 OH OH

dt 0B,  9q,

sin importar el valor de ay.

Encontramos asi que, de manera “natural”, al escoger al momento pyxs conjugado a
gks de manera apropiada para satisfacer la primera ecuacién (“cinemética”) de Hamil-
ton, la segunda ecuacién (“dindmica”)! resulta equivalente a la dindmica del campo,
descrita por (2.6). Sin embargo, lo natural de este hecho es una ilusién, ya que en estos
calculos la forma especifica del hamiltoniano es crucial; més bien, esta coincidencia es
exactamente la justificacion para escoger a (2.10) como el hamiltoniano del sistema.

Esto zanja, en buena medida, la pregunta del significado de la “energia” que se le
pueda asignar al campo electromagnético en esta situacion. Como sistema dinamico,
el campo admite una descripcién hamiltoniana: es decir, a través de pares de coorde-
nadas conjugadas cuya evolucién se gobierna por una funcién real de las mismas, el
hamiltoniano, a través de las ecuaciones de Hamilton. Como dicho hamiltoniano no
depende explicitamente del tiempo, el teorema de Noether garantiza la existencia de
una cantidad conservada por la dindmica; dicha cantidad es la que normalmente se
identifica como energia y es exactamente el hamiltoniano.

En términos de las variables candnicas, el hamiltoniano se expresa

14 1
H= S |lBelt Bl
ks Ko
2 2
o |K| 1 |qxks
N 2 ; ‘—iakse Vpks + Mo | Ok
1 [ O‘i‘k‘Q 2 2
= eV |Pxs|” + | s |
2 ;. V2 2
1 ol |k|? V
= 5 |: k vV |pks‘2 + 5 |ka’2 .
ks €0 HoOye

Aqui se toma, para llevar al hamiltoniano a su forma estandar, ax = veoV/|k|, de
modo que

1 Vk|? 1
H = — 2 _ 2 ——— 2 2 k 2 2
2 kES |:|pks| + MO€0V|QkS| 9 kES [|pks‘ +c | | |ka| ]

!Estos nombres se justifican facilmente observando el hamiltoniano de una particula en una dimen-
si6n, H = p*>/2m + V(q), para el cual la primera ecuacién es ¢ = p/m, que refleja basicamente la
definicién del momento y por ello la cinemética de la particula; la segunda ecuacién es la segunda Ley
de Newton, p = —%, y como tal describe la dindmica del problema.
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1
= H = iz ([Prcs | + wit s ] - (2.14)
k,s

(Esto implica que las dimensiones de ay son [ayx| = |:\/60V/ |k\2] =m®?[,/] =
m?/2 C/kgl/znr13/2s*1 = kgfl/Qms C, lo cual hace que las dimensiones de gy sean
[qs) = [0 Buis) = kg2 ms C[By] = kg™ /2 ms [QBys] = kg™ /? ms [F/v] = kg"/?m,
es decir, dimensiones de posicién salvo por un factor de y/masa. Ello corresponde al
hecho de que la forma estdndar del hamiltoniano es la de un oscilador arménico de
masa unitaria. Anslogamente, [pis] = kg'/?ms1.)

En resumen, entonces, la dindmica clésica del campo electromagnético libre en una
region finita se describe mediante pares conjugados de coordenadas candnicas, qxs v
Pks, proporcionales a las componentes de Fourier de los campos magnético y eléctrico,

Bys = ([k|/vVeoV)ars y Exs = (ioks/vVeoV )pks, que dan lugar a los campos mediante
sus series de Fourier,

E(X> t) = Z Eks(t)ekseik.x Yy
k,s

B(X> t) = Z Bks(t)ekseik.x-
k,s

Las variables conjugadas obedecen las ecuaciones de Hamilton,

dpxs  OH

At agg,

dexs ~ OH
at — op,’

con un hamiltoniano de oscilador arménico en cada par de variables,

1
H= 23" |l + i laws |

S

2.4. La solucion clasica

Los resultados anteriores expresan la dindmica del campo electromagnético en cuan-
to a la forma clédsica de describirla y las ecuaciones que la gobiernan, pero hasta ahora
no se han resuelto dichas ecuaciones. Antes de trasladar la dindmica ya obtenida al
dominio cuantico, nos enfocamos en presentar algunos detalles de la solucién clasica.

Dejando de lado, de momento, la descripcién hamiltoniana, consideremos la dindmi-
ca del campo eléctrico, tnicamente. Esta puede resumirse en su serie de Fourier (2.4a),

E(x,t) = Y Ei(t)e™™,
k
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y la ecuacién de oscilador arménico tridimensional (2.5) que gobierna las componentes
de la serie,
d’Ex
2 _
W + wkEk = 0,
bajo la restriccién de que k- Ex = 0. Adicionalmente, debe cumplirse E_x = Ey* para
asegurar que el campo sea real.

La solucién de este problema es bien conocida. Cada componente del campo oscila
senoidalmente, y las distintas componentes cartesianas de un mismo modo de Fourier
lo hacen a la misma frecuencia aunque no necesariamente con la misma fase. Por ello
la solucién general es

Ex(t) = Efe ™1t 4 Eetxt, (2.15)

donde no se requiere que las constantes EI y E,_ sean conjugados, ya que Ey puede ser
complejo. En cambio, lo que debe ocurrir es que Efk = E;* yE, = Elf *. Ademss,
debe tenerse k- B, =k - EI = 0.

Ahora bien, la serie de Fourier de E puede reacomodarse de manera que sea evidente
que el campo es real, juntando en un mismo término los sumandos correspondientes a
los vectores de onda k y —k. Para ello, se escoge uno de cada par de vectores {k, —k} de
manera arbitraria pero fija (por ejemplo, se toman aquellos con coordenada x positiva).
Entonces, si denotamos con Zka la sumatoria tinicamente sobre los vectores elegidos
(es decir, sobre uno de cada par {k, —k}), se tiene

E(x,1) = Y Ei(t)e™* = Z [Ek(t)eik'x n E_k(t)e—ikﬂ .
k

k

De ahi, sustituyendo la solucién (2.15) se obtiene

E(x,t) = :Ek(t)e“"* + E_k(t)e—ikx]

i

k

— Z _(El-{‘re—iu)kt + B etiont) kx| (B oot BT et e‘“‘"‘}
=1
*

_Eii_ei(k.x—wkt) + Ei_k*ei(k.x—ﬁ—wkt) + E—tkei(—k-x—wkt) + EI*ei(—k.x—i-wkt)]

ya que Efk =E_ Ty E-, = Elt *. Luego, intercambiando el segundo y cuarto términos,
se tiene

E(x,{) = Z [E;{Lei(k.x—wkt) I Ei:*ei(—k.x-i-wkt) n E—fkei(—k-x—wkt) I Ei_k*ei(k.x—i-wkt)] .
k

Aqui los segundos dos términos son iguales a los primeros dos, cambiando k por —k,
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de modo que los podemos juntar, recuperando una suma sobre todas las k:

E(X, t) = _Eicl-ei(k-xfwkt) + E:*e,i(k.x,wkt)}

k

_ Z _(Eie’”kt) eikx (Eﬁe’wkt)* efik-x}
— |
Kk

:Ef{r(t)eik'x + E;(t)*e—ikﬂ = 2Re

Z EI (t)eikx] ’

k
donde E{f (t) = El e7™x! cumple la ecuacién diferencial

dEy (1)
dt

+ iwk B (t) = 0.

Es decir, EI (t) esta en el kernel del operador diferencial % + iwy, uno de los dos
factores del operador

d72+w2: E—Fiwk g—iwk = g—iwk i—kiwk
dez Tk dt dt dt dt ’

en cuyo kernel se encuentra Ex(t). Andlogamente, E,_ (t) = EJ eT™k! est4 en el kernel
de % —iwk. B} (t) y E;_(t) se conocen como las partes de frecuencia positiva y negativa,
respectivamente, de Ey/(t).

Asi, puede verse al campo eléctrico como la suma de componentes de Fourier os-
cilando todas con frecuencia positiva. Esto es equivalente a ver al campo como com-
binacién lineal de ondas viajeras: E(x,t) = Y, 2Re [Ef ei(k"‘_wkt)], tomando como
distintas a las ondas que viajan en direcciones opuestas.

Es importante notar que para lograr esta separacién del campo en componentes
de frecuencia positiva y negativa fue necesario resolver clasicamente la dindmica del
campo. En particular, eso implica que la descripcién del campo posterior a la solucién
no puede ser cuantizada candénicamente. Esto se debe a que la cuantizacién candnica
se realiza al nivel del hamiltioniano y sus variables, pero no de sus soluciones.

2.5. Cuantizacion

Consideramos ahora la versiéon cudntica del sistema que hemos descrito hasta ahora.
Tenemos ya la descripcién hamiltoniana del campo dentro de la cavidad, que se resume
en las ecuaciones al final de la seccién 2.3; a partir de ella obtendremos la descripcion
cudntica mediante el proceso de cuantizacion candnica.

Este procedimiento requiere de un sistema hamiltoniano, es decir, un sistema des-
crito por pares de variables conjugadas y una funcién escalar de ellas, el hamiltoniano,
cuya dindmica obedece las ecuaciones de Hamilton; con estos elementos, se reemplazan
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las coordenadas candnicas q y p por operadores autoadjuntos ¢ y p en un espacio de
Hilbert, que deben cumplir con el conmutador canénico

(4, p] = ih. (2.16)

Sin embargo, nuestra situacién no es exactamente esa, ya que nuestras variables
canonicas, Qs = \/‘GTO?BkS Y Pks = —t0ks' vV €0V Exg, son cantidades complejas, y sepa-
rarlas en sus partes real e imaginaria rompe la simetria entre ellas.? Para atacar este
problema, en vez de separar artificialmente dichas variables, consideramos la cuanti-
zacién candnica estandar en términos de variables complejas, siguiendo el tratamiento
en [9, pp. 87-90].

Consideramos, entonces, un sistema hamiltoniano con variables canodnicas q1,qs y
p1, P2, lagrangiano L y hamiltoniano H. Definimos entonces una posicién compleja
mediante

Q—;§<ql+iq2>.

El cambio de variable es invertible si se consideran a ) y Q* como variables indepen-

dientes:
{Ch = % (Q+Q)
Q@ = ﬁ (Q—-Q).
Entonces, con este formalismo, quedan claras las identificaciones
9 _0m 9 ‘9q2‘9zl<3_¢8>
0Q  0Q0q  0Q0q V2 \Oq  Oga
0 dq1 0 dq2 O 1 0 .0
00~ 9Q 0n 9 0e V2 (aql+8q2> |
Quisiéramos definir, ademds, un momento complejo conjugado a (), cuya definicién
natural es P = % (p1 + ip2), lo cual hace a p; y p2 equivalentes a P y P* de manera

idéntica. Las ecuaciones de Hamilton para () y P son entonces

dQ 1 (dg1 = .dgo 1 (0H OH OH
dtzﬂ(dt“dt): ﬁ(apl“am): ap ¥
dP 1 (dp; .dpo 1 (OH OH OH
dt :\/§<dt “dt>_ ﬁ(aq1“8q2>:_aqz*’

como ya habiamos escrito.

Ahora bien, al cuantizar el sistema mediante la cuantizacién candnica, con respecto
aqi,q2 ¥ p1, 2, se obtienen ¢i, G2 y p1, P2, que cumplen el conmutador [, pj] = ihd;j. La
posicién y el momento complejos, en cambio, tendran su contraparte en los operadores

A 1 . 1
Q=—7(q1 +1ig P=—(p1 +ip2
i)y P =i,

2 Esta simetria es, de hecho, una simetrfa de traslacién: si se mueve la caja, cambiando x por x + xo,
en la suma (2.4) eso equivale a cambiar Ex por Ewe’™ >0 1o cual mezcla las partes real e imaginaria
de cada variable candnica.
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respectivamente, que no necesitan ser autoadjuntos al ser () y P complejas; los adjuntos
de Qy P,
Q' = @—id) v Pl= (i),
corresponden, por supuesto, a Q* y P*, respectivamente.
Entonces el conmutador candnico debe ser reemplazado por los varios conmutadores
entre Q, ]5, y sus adjuntos:

A A . . . .
{QvQT] = 5[‘]1 + 1q92,q1 — “]2] = 07

5 5 L., . .
[P, P} = S [pr + ipa. 1 — ipn] = 0,
A 1. .. . .
Q,P] = §[Q1 +iga, p1 +ip2] =0,

PN 1., o .
Qf, P1] = §[CI1 — iG2, p1 —ip2] =0,

A A 1., N . )
[Q, Pl = §[Q1 + ida, p1 — ip2| = ih,
Asoa 1., N = )
QT P = 5[(11 — G2, p1 + ip2] = ih.

De estos conmutadores, los primeros dos pudieran parecer triviales, pero no lo
son: como ) y P conmutan con sus adjuntos, son operadores normales y por ello son
diagonalizables; esto es exactamente lo mismo que decir que §; y ¢2 (0 p1 y p2) son dia-
gonalizables simultaneamente. El conmutador [Q, PT] = th, por supuesto, es el crucial,
en cuanto encarna el cardcter cuantico de este sistema, pero los seis conmutadores de
arriba son importantes si se intenta recuperar el conmutador original (2.16).

Regresando ahora al campo electromagnético, obtenemos asi que la cuantizacion
candnica requiere de la existencia de operadores gxs vV Pxs para cada modo, mismos
que deben obedecer el conmutador

[(jkspﬁ;r(/s/] - ihékkzéssx,

Igualmente, el hamiltoniano del sistema serd ahora el operador

L1
H = 5 Z [ﬁksﬁ;r(s + wiqksélts} = Z [ﬁksﬁits + wiqksqlts] )
k ks
donde al igual que en la secciéon anterior el simbolo st indica que se suma sobre
unicamente uno de cada par de vectores {k, —k}.

Mas adelante, en el capitulo 3, entraremos a detalle en las consecuencias que tiene la
estructura impuesta por la cuantizacién candnica sobre el sistema y, en particular, sobre
el espacio de Hilbert en el que actiian los operadores. Por el momento, sin embargo, nos
enfocamos en replicar, del lado cudntico, la separacién en partes de frecuencia positiva
y negativa que logramos hacer del campo eléctrico de cada modo usando la soluciéon
clésica.
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Para esto, por supuesto, necesitamos la solucién cudntica a la evolucién temporal
del sistema. Para atacar este problema utilizamos el esquema de Heisenberg, pues nos
permite evitar el uso de vectores de estado (es decir, funciones de onda) y preocuparnos
sobre exactamente qué pueden ser dichos vectores en otro momento.

Asi, postulamos la evolucién temporal de todo operador A como la ecuacién de
Heisenberg,

ih%/l(t) = [A(), 1] + m%j (2.17)

Nos interesan particularmente las evoluciones temporales de las coordenadas canénicas,
gobernadas por

Ld RS A A .
zhaqks = [Qk& H} +0= Z [qksquIS/PLS/ + Wl%qkls/q;r(/s/}

k’s’
T
- Z (qkspk/ /pk/ ! pk/ /pkl /qks) Zpk/ ! qksjpkl /]
= ihpyg, ¥
Zhapks = [pks, H } +0= Z: [pks,pklsfpf{,s, + wﬁqk,s,qﬂ,s,}
k’s’
_ 2 [~ & 4t t
- Wk/ pksqk/S/qk/ / qk/ /qk/ /pks C*-)k’le pk37Qk’ /]
k’s’
_ . 2 A
= —ihwi G-

Este resultado es bien conocido: como operadores, la posiciéon y el momento de
un oscilador arménico cuantico cumplen las mismas ecuaciones que en el caso clasico.
Entonces, como a las mismas ecuaciones corresponden las mismas soluciones, podemos
tomar prestada la solucién:

widks(t) =  wyk cos(wkt)qis(0)+sen(wit)prs(0), (2.18a)
Pks(t) = —wk sen(wit)qis(0)+cos(wkt)prs(0). (2.18b)

Con esto, podemos de nuevo separar la solucién en partes de frecuencia positiva y
negativa:

Gis(t) = cos(wkt)qrs(0) + 1 sen(wkt)pks(0)

Wk
— % ( twyt +e zwkt) ka(o) + m (eiwkt —e zwkt) P 3(0)

_ @ks(0) + ifks(O)/wk oty Tes(0) — ifks(O)/wk ekt — G (8) + G (1)
para Gy, (t) = 3 (dics(0) + ipia(0) /i) €7y G (1) = 5 (Gies(0) — ircs (0) /ene) €™,
con la posicién. Para el momento, andlogamente,

Prs(t) = Py (t) + Pres (1)
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con Py () = 5 (Prs(0) — iwidics(0)) e y Py (1) = 5 (Ps (0) + iconcics (0)) €.

Ahora bien, en estas féormulas las condiciones iniciales §is(0) y pks(0) pueden reem-
plazarse con las variables Gys(t) v pxs(t) (lo cual se hace invirtiendo la solucién (2.18))
para obtener las expresiones

Qi (t) = % <q”ks(t) + iwlkﬁks(t)> : (2.19a)
Gies(t) = % <dks(t) - iwlkﬁks(t)> : (2.19D)
Pies(t) = % (Aks(t) - iwkciks(t)) ; (2.19¢)
Pralt) = 5 (Pa(®) + ircic0) (2194)

Estas pueden ahora tomarse como definiciones de las partes de frecuencia positiva
y negativa de la posicién y el momento, y es claro que suman a lo que deben: gys(t) =
Qs (t) + iy (1) ¥ Pres(t) = DL (1) + Py, (t). Méis atin, se tiene que pyf (t) = —iwkgy, (1) v
Pres(t) = iwkqy,(t), lo cual implica que basta con cjlfs(t) Y Gis(t), vy sus adjuntos, para
describir completamente al sistema. Sin embargo, como ni i ni Py, son autoadjuntos,
no se cumple que (Q;S)T = Gpes-

Entonces, como los nuevos operadores (jfg o Qs> (cjl': S)T y ((j}: S)T son equivalentes a los
anteriores, Qis, Pks, (j;r{s y ﬁTkS, podemos tomarlos como nuestras nuevas variables. Para
terminar dicha transformacion, falta encontrar los conmutadores entre estas variables,
y el hamiltoniano en términos de ellas.

Los conmutadores, dentro de un mismo modo, son

[Gits» Gies) = i :@ks + Lﬁks» gt — iﬁks: =0
)" ) ] = 5 [k~ el k| =0
i ()] = i :qks N wzk bendl + pLS i[qks,ﬁLsL:k[ﬁks,@Ls] 0
i )] = [ il ]| = TPl Pl _
it )] = § e il — o] - U A R
:(Es, (@QS)T: = i :Ciks - wikﬁks, il + pLS Z'[qus?ﬁTksL;k[ﬁks? k) _ _2zk

y los conmutadores entre modos distintos son todos cero.
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El hamiltoniano, en cambio, es
ﬁ = Z [ﬁksﬁTks + widks(ﬁ{s}
ks
= Z [(_iwkql—i—s + iWkQ;s) (_iwkdli_s + Z‘('ukqu:s)T
ks
o (@, + i) (i, + )|
_ 2 ot (At \T ot (o= \T _a= (T i (4= T
- Wk | ks (qks) Gy (qks) Ay (qks) + Qys (qks)
ks
iy (665) "+ i ()" + i, (65) "+ di, (ai)]
At T 2= (st
Z |:qks qks) + Ay (qks) ] .
ks

Esto significa que el problema quedd, nuevamente, desacoplado: las variables dina-
micas de cada modo normal del campo se separan en dos juegos, (jf{r . junto a (c}f{r S)T y

(i, Junto a (qIS)T, que actdan independientemente. En particular, los conmutadores
sélo son distintos de cero dentro de cada juego, y el hamiltoniano se separa como una
suma de productos de las variables de cada juego.

Aqui es importante notar que, si bien la sugerencia de qué variables usar para
separar el problema surgi6 de la solucién cuantica a la evolucion temporal, la separacion
del problema en variables independientes recién descrita no depende de dicha solucioén:
basta con postular como nuevas variables a (jffs = (ka +ig- pks>, v hacer los calculos
correspondientes, para ver que el problema se separa.

Ahora bien, si recordamos que la condicién de que los campos de fuerza sean canti-
dades reales se expresa en la condicién E_j = E,, podemos obtener de ahi la condicién
equivalente para las coordenadas candnicas: ¢_ks = ¢j, ¥ P—ks = P, (Sujeta también
a la condicién e_i, = ej,, que siempre puede asegurarse, y con la cual o_xs = —0ks).
Esto se traduce en que §_gs = (j;r{s YV P_ks = ﬁ;r(s, de donde

L1 1. 1[4 1\ 1/ 1N\
qd_ ks = 5 qd—xs + Z;kp—ks 2 ks + z pks = 2 dks — Z;kpks = (ka) .
Asi, puede recuperarse en el hamiltoniano una suma sobre todos los modos normales,

ya que

2 A A\ T

T A R h (A
2, (1) =28 L) il =208 il () = | = 2l (0L)' — oo

con lo cual .
1.
= Z [2quks qks) - 2%] )
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donde se separé el sumando de hwy en dos mitades, una para el modo ks y otra para
el modo —ks.

Enconces, al igual que en el caso clasico, aparecen dos variables independientes
para cada modo normal, pero hay que recordar que el campo eléctrico y magnético de
cada modo estd intimamente conectado con el del modo opuesto.

Para cerrar este capitulo separamos, ahora si, a las variables complejas cjlf , €n sus
partes real e imaginaria, para tener operadores autoadjuntos como lo exige la version
normal de la cuantizacién candnica. Asi, proponemos operadores autoadjuntos fks y
ks tales que

d}ts = Agks + i BTtks,
para A y B constantes reales de normalizacion que encontraremos a continuacién.
Aqui éks y ks pueden despejarse para obtener

beo = 21 (a5, + (@)
N X A\ T
Tks = ﬁ (ql—:s - (ql_:s) ) ’

con lo que puede calcularse su conmutador:

A _ |:(jl—:s + (quts)T 7(jl—:s B (quts)T:| _ [ql—;’ ((jli_s)q B [(qli_s)T ’qu—i_si|
s, Fics] = 1ABi N 1ABi
ih
4ABwk '

Igualmente, el sumando correspondiente al modo ks en el hamiltoniano se trans-
forma en

2wk (a5 = 2ud (Aéks n z’Bfrks) (Aéks - z’Bm)

= 202 (A2éﬁ8 — iABE ks + iABR s + B%ﬁs)
. L ih
= 2wl (AQQ%S + B*#, —iAB T Bwk>

. 1
= 2uw? (AQgﬁs + Berﬁs) + S

Entonces es natural tomar A = B, y tomando A% = h/4wy se tiene por un lado el
conmutador

[éksa ﬁks] =1l

dentro de cada modo, con los demas conmutadores entre las éks y Tks iguales a cero,
y por otro el hamiltoniano total

=% %ﬁwk (éﬁs + ﬁﬁs) . (2.20)
ks
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Asi, el campo electromagnético en la caja que consideramos queda descrito por una
coleccién de osciladores armoénicos cuanticos, uno para cada modo. Sin embargo, hay
que tomar en cuenta que los modos no son estrictamente independientes, en el sentido
de que si se quiere calcular el campo eléctrico o magnético de algin modo hay que
considerar no sdélo el estado de ese modo sino también del modo con vector de onda

opuesto.
Asi, el campo eléctrico se convierte en un operador vectorial, que ademé&s depende
de la posicién:

L . - i0ks
X) = g Eye™™ = Z Eysexse™™ = g \/—Spks’eks
K ks

= e lk"(ciks i) (cambiando s por )

vV 60V
Uks’wk Zk X A Oks'Wk ikex A—
= iy — Z Cks'€
o Ve OV s VeV s
Oks' Wk zk X At Oks'Wk 'Lk X [ 2+ 1
= Z €k Qs — Z €k (0%%)
™ VeV s VeV s

Oks'Wk kX A o ks/w k —ik-x (~+\T
= § €ks' € ka E ——F—— €_ks'€ (ka)

VeV

Oks'Wk k- kex (A4
—Z = [ewwe’ i+ e <q¢5>

Esto puede ponerse en términos del operador de aniquilacion, definido por axs =

% (éks + iﬁ'ks) =4/ %quAks, y que sera estudiado a detalle en el siguiente capitulo, de

manera que
| hw ;
= E Oks’ et 3 [ekslezk-x&ks +eiis,e ik X&LS} . (221)
K 260V
s

Este operador es claramente autoadjunto, y coincide (salvo por constantes triviales)
con la forma estandar dada en libros de texto [21, 50].



Capitulo 3

Version estandar de la
cuantizacion

El propésito de este capitulo es explorar mas a detalle la descripcién cudntica del
campo electromagnético. Esta consiste en un conjunto de modos normales, a cada
uno de los cuales se le asigna un espacio de estados (espacio de Hilbert) separable,
con un hamiltoniano de oscilador armoénico. La seleccion de modos relevantes depende
del problema fisico en consideracion: puede ser un ntimero finito, infinito, o incluso un
continuo de modos. Sin embargo, por el momento consideramos un tinico modo normal,
que es el elemento béasico del andlisis y puede ser extendido a casos més complejos.

Esta version estandar se obtiene por el procedimiento de cuantizacién candnica, del
oscilador armoénico, y sus elementos bésicos son operadores autoadjuntos de posiciéon
y momento, é y 7, en un cierto espacio de Hilbert H, tales que

[€,7] = Er — 7€ = il. (3.1)
Ademads se identifica al hamiltoniano del sistema con el operador
A 1 A~
A = Sho(i® + €2) (3.2)

dado por (2.20) cuando se restringe el campo a tener un tnico modo normal excitado.

3.1. Estructura del espacio estado

El primer requisito es particularmente fuerte, ya que fija la estructura del espacio
de Hilbert H. ! Para ver esto, debe notarse que el conmutador (3.1) implica a los
conmutadores

(€ 7% = &7 — %€ = (E7 — RE)T + 7(¢7 — 7E) = 20,

'Este resultado se debe a von Neumann [57]. Algunos libros de texto [8, 15, 35, 36] dan tratamientos
analogos o alternativos a este, sin tratar el caso en el que £ es degenerado.

19
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(€7 = &7° = #2¢ = (677 = 727 + 72(EF — 7E) = B
3 + 73( Ch— ﬁé) = 4i#3, y por induccién

[§,77] = €/ — #98 = (§87 7 — A1) R + AN (ER — #E) = jind ! VjEN,

y con ellos se obtiene

£ im - 15] AN Z§J ~Aj— = Zfﬂ' =t
&)= gz ! Z(j!) g }_, (j!)” 1__52((]'—)1)'

= —{elgﬂ.
Entonces, si se tiene un vector propio [£) de ¢, de modo que f\f) = £ [¢), la identidad

§eT T E) = (e7TE+ AgeTIT) [6) = e ATE ) + AgeT T [g)
= eTETLIE) + ALe T |E) = (£ + AQe 4T Ig)

implica que e "7 |€) es otro vector propio de é , ahora con valor propio (£ + A).
Qomo A£ es arbitrario, ello quiere decir que cada nimero real? es un valor propio de
£

Ahora bien, cabe la posibilidad de que algin valor propio £ de é sea degenerado.
(M4s atn, si un valor propio es degenerado, lo son todos, ya que si [£o,1) y |£0,2) son
dos vectores propios ortogonales de f con valor propio &y, entonces los vectores propios
€, 7) = e 1E=80)T |5 5) (j = 1,2) obtenidos mediante el procedimiento anterior son de
nuevo ortogonales ya que (£,1|€,2) = (£, 1] eTHE€0)T et E=C0)T &4 2) = (&), 1]&, 2) =
0, y por ello son independientes.)

Esta degeneracién es de esperarse: el eJemplo mas sencillo es el de una particula
en dos dimensiones, descrita por operadores &, 7, e, Ty tales que [§ e = [, 7] =il
y los demés conmutadores son cero. En este caso, cada valor propio de f tiene una
infinidad de vectores propios, uno por cada valor propio de 7. Sin embargo, eso da
la impresion de que la degeneracion es en cierta medida “trivial”, lo cual es cierto en
general y puede hacerse preciso, de la siguiente manera.

La idea general es separar al espacio de hilbert H como una suma directa de espacios
“unidimensionales”, en los que el operador de posicién é no es degenerado. Esto puede
hacerse de manera trivial escogiendo un valor propio & y una base {|{o, k) : k € I}
del espacio propio E(€) = {|¢)) € H : £[¢) = £]¢)}, misma que genera una base
{|€,k) = e &7 g5 k) : € € R,k € I} para H. Los conjuntos generados Hy =
({|€, k) = e E—EIT |¢4 k) : € € R}), para k fija, descomponen a H = @, Hy como la
suma directa deseada.

Sin embargo, queda por determinar la accién del operador de momento 7. Normal-
mente se le asocia la accién © = —ia%, misma que respeta la separacién de H en la

2Se requiere que el valor propio & sea un nimero real para que ¢ sea un operador autoadjunto. El
argumento anterior no funciona si A¢ tiene parte imaginaria pues en ese caso la exponencial e TIAER
no puede definirse, ya que 7, al igual que £, no es un operador acotado.
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suma directa: se tiene 7(Hy) C Hy (para una particula en un plano, por ejemplo, Hy
se escoge de vectores propios de 7 correspondientes a un mismo valor propio 1, lo cual
no cambia bajo la accién de —ia%), pero no hay garantia de que esto ocurra con la
separacion en suma directa descrita arriba.

Para lograr esto, hay que asegurar que 7 |£p, k) no contenga contribuciones de kets
|€0, k) con k' # k (aunque tendrd, ciertamente, contribuciones de |¢, k) con & # &y. Es
decir, en algun sentido hay que diagonalizar 7 en el espacio propio E(p), sin importar
lo que ocurra afuera de él. Es decir, se toma la restriccién de 7 a E(&p), lo cual da en
general vectores de H, y de ellos se toma la componente a lo largo de E(&p), es decir,
se proyectan ortogonalmente sobre E(&p).

Esto mismo se logra considerando el operador 15507?1550 (donde 1550 es la proyeccion
ortogonal sobre F({p)), que tiene la accién descrita arriba para vectores en F(§p) y
regresa cero para vectores en su complemento ortogonal. Este operador es autoadjunto,
ya que P50 lo es, y conmuta con {

- para |£) vector propio de f con valor propio & # & se tiene
(pfoﬁpéo) g|5> = (pfoﬁpéo) £1§) =0= é (pﬁoﬁp&) 1€) 5
ya que ]350 |€) = 0, mientras que

- para |£y) vector propio de é con valor propio &j, como (]5507?]350> |€0) estd en
E(&), se tiene

é (pfoﬁ-pfo) €0) = o (péoﬁpio) €o0) = (pﬁoﬁp€o> €0 léo) = (pﬁoﬁpﬁo) é|50> .

Asi, é y ]5507%]550 son operadores autoadjuntos y conmutan, de modo que pueden
ser diagonalizados simultdneamente. Esto significa que la base {|{o, k) : k € I} para
E(&) puede tomarse de vectores propios de 1550 7%1550, lo cual da finalmente el elemento
de matriz crucial:

(&0, K'| 7 |€0, k) = 0 cuando k' # k. (3.3)

Habiendo asegurado esto, puede verse que 71(Hy) C Hy. Es decir, si se tiene [¢) €
‘Hp., puede expresarse

v =/ T dep(e) lek) = /_ Agp(E)e EE (g k)

con lo cual para cada & e Ry k' # k

(¢ ¥

¥) = (&K

# / e p(e)e T (g k)

- / A€ $(€)e " E )T (¢ 1| 7 [0, k) = 0,
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lo cual completa la demostracién.

Es debido a lo anterior que puede suponerse que los valores propios de f no son
degenerados. Esto se debe a que H puede separarse en una suma directa H = @, Hy,
donde cada Hj es invariante bajo la accién tanto de é como de 7, de modo que el
conmutador (3.1) [£, #] = i1 vale dentro de . Entonces puede uno restringirse a H,
donde é es no-degenerado, como la estructura matematica mas sencilla compatible con
los requisitos de la cuantizacién candnica.

Asi, de ahora en adelante suponemos que f es no-degenerado, de modo que H tiene
una base de vectores propios de £, {|€) : € € R}, con £ |€) = €]¢), relacionados entre
si mediante |€) = e~ /&6 |&4).

3.2. El operador de momento

Para completar el analisis anterior de la accién de 7, cuyo enfoque era obtener
informacién sobre é , demostramos ahora que el conmutador (3.1) fija completamente
la accién de 7, en particular con respecto a la base de vectores propios de é .

Un vector arbitrario 1) € H puede entonces expresarse como

) = / T aew(e) fe) = / T dgp(e)e e |gy) (3.4)

para alguna funcién ¢ : R — C relativamente bien portada (en general, cuadrado-
integrable y continuamente diferenciable). Mas ain, escogiendo a las {|¢)} ortonorma-
les, de modo que (¢'|€) = 6(¢' — &), se tiene

v =tel [ T ag (e ¢ = / T ag (e (ele)

_ / T A B(E)(E — &) = (e,

mientras que

eI |y) = 7B / g p(e)eE D ) = / T g ()BT iE )T ()

- / A (€ IBETE T ) / a¢' (€ — ALY E =67 |y

_ /OO A€ (€ — AE)|E).

Armados con esta herramienta, podemos ahora calcular 7 [¢), notando que, para
A& pequeno

B(E+ AE) = (€] / ag Y€+ AL) [¢') = (€] T2 |yp)
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= (€[ (1 +iA&T + O(AE) [9) = ¥(€) +iAE (€] 7 [¥) + O(AE?)

:i@mw»zw“+i2_¢@

o YETAY — ()
AE—0 Af

+ O(AE), por lo cual

i (gl 7 lp) = =19'(6).

Utilizamos ahora la relacién de cerradura para los kets |£), f d¢ |€) €| =
(valida cuando los valores propios son no degenerados) para calcular

ﬁw=[%%@@ﬁw=1 ﬁﬁﬂwa

3.3. El operador de niimero

Consideramos ahora dos herramientas particularmente valiosas para el estudio de
sistemas cuanticos en una dimensién y, en particular, del hamiltoniano de oscilador
armoénico: el operador de aniquilacion a = %(é + i7) y su adjunto, el operador de
creacion, at = %(é — i7). Se define, ademads, el operador de nimero como n = ata.
Las motivaciones para estos nombres quedaran claras en los proximos parrafos.

Como combinaciones lineales de los operadores de posicién y momento, los opera-
dores de creacion y aniquilacion son basicamente equivalentes. Asi, pueden recuperarse
£ = (a +al)y 7= ﬁ(d — a'), mientras que el conmutador (3.1) es equivalente al

conmutador entre a y af,

0,6 = S+ i € —if] = —ig[E, Al +igl = 6 A= 1 (35)

El hamiltoniano, como funcién de £ y 7, puede también ser expresado en términos
de a y a'. Para un oscilador arménico dicha expresién es particularmente simple:

%hw(—(& _ah? 4 (a+ah?)

ho(—a? — a4+ aa’ + ata + a + a'? + aa’ + a'a)

m>
I

hw (7 + &%) =

N~ B~

hw(aa’ 4 ata) = 5%(2&*& +1)

(a*a + ;) = hw <n + ;) . (3.6)

Asi, el problema de encontrar el espectro de energias de un oscilador arménico es
equivalente a encontrar el del operador de ntmero. La solucién de este problema es
bien conocida, pero no sobra aqui.

I
g
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Como 7 = a'a es un operador claramente autoadjunto, puede esperarse que tenga
un ndmero infinito de vectores y valores propios. Sea |v) uno de ellos, de modo que
n|v) = v |v). El truco estd en considerar la accién de a y a' sobre |v). En particular,

) (d|1/>) = afaa|v) = (aaT - 1) i) =a (a*a . 1) W) =a(h—1) ) = av —1)|v)
—(w-Dap), y

A (&T \y>) = ataat ) = at (&Ta + 1) Wy =at (A + 1) ) = af (v + 1) |v)
= (w41l |v).

Es decir, para cada vector propio |v) de 72 con valor propio v se pueden obtener
vectores propios @|v) y af [v) de 7, con valores propios v — 1 y v + 1, respectivamente
— con la salvedad de que los vectores no se anulen. En particular, a|v) debe anularse
para algunos vectores, pues de lo contrario se tendria una sucesién de vectores propios
@’ |v) cuyos valores propios, v — 7, en algiin momento llegan a ser negativos — lo cual
no puede ocurrir ya que 7n es semidefinido positivo. Es decir, para cada vector propio
[v) de 7 se tiene v (v|v) = (v|n|v) = (v|aTa|v) = [la|v) ||* > 0, y como (v|v) > 0, debe
tenerse v > 0.

Lo anterior implica que debe haber por lo menos una v € [0,1) tal que a|v) =0, y
abre la pregunta de ciiales son las v que cumplen eso, y cudntos y cudles vectores propios
les corresponden. La primera pregunta es ficil: v|v) = alv) = ala|v) = afo =0y
|v) # 0 implican que v = 0. Para la segunda, en cambio, la estructura en detalle del
espacio de Hilbert H es crucial. La ecuacion a resolver es

1 /.

alvy)y =—=1\&+ zfr) v) =20,

) = 75 (€+i7) W

y para resolverla hay que llevarla a la representacién de posicién.
Asi, se escribe |v) = [% dEv(€)[€) con (£|v) = v(€), con lo cual

= V2 (glaly) = (€[¢ + iy >=<i‘f‘7/>+i<§‘fr‘y>
=@M/¥ﬁ€ﬂ@@§+uﬂ/‘d€;?@®w>
- [ aewer@éer [ %dfw@a

— [ aeweresic-¢r+ [ ae

3

FEnE -9
dv

dfg(ﬁ) =0 (3.7)

3De hecho, lo mismo puede hacerse en la representacién de momento, dando un anilisis no sélo
equivalente, sino basicamente idéntico. Esto se debe a la simetria, salvo por factores de i, entre £ y

= &v(§) +

7 en el conmutador [f, #] = i1, que define la estructura del espacio, y la ecuacién (54— zfr) v) =0a
resolver.



3.3. El operador de niimero 25

Esta ecuacién diferencial, de primer orden, se resuelve facilmente mediante separacién
de variables, para dar la solucién

v(€) = Aez¢,

donde A € C es una constante arbitraria, que se fija al valor A = 7~ /4 pidiendo que
sea real y positiva, y que |v) esté normalizado a (v|v)=1.

De este resultado puede obtenerse la estructura completa del espectro y la dege-
neracién de 1. Demostramos que existe una tnica solucién a la ecuacién a|y) = 0,
v que dicha soluciéon es ademds vector propio de n con valor propio 0; ese estado se
conoce como el vacio y se denota |0). Es, ademds, el tinico vector propio de 7 con valor
propio 0, ya que si fi[¢)) = 0 entonces 0 = (Y|A|y) = (y|ataly) = ||a ) ||%, y por ello
a i) = 0.

Del vacio se obtienen mediante el operador de creacién vectores propios a1 |0) con
valor propio n para cada niimero natural n, que son los nicos vectores propios de n.
Debido a la accion de “escalera” del operador de aniquilacion, hemos demostrado que
esos son los tnicos valores propios.

Ademas, si |¢) y [¢) son vectores propios con valor propio 1, al|¢) y aly) son
vectores propios con valor propio 0, de modo que son proporcionales (y, sin perder
generalidad, iguales). Ello implica que a (|¢)) — |¢)) = 0 y por ello |¢) — |¢») = B|0)
para alguna constante B que debe anularse pues |0) debe ser ortogonal tanto a |1) como
a |¢); por ello, |¢) = [1)) y 1 es un valor propio no degenerado. Este argumento puede
extenderse, por induccion, para ver que cada valor propio n € N de 7 es no-degenerado.

Aqui es importante notar que esta conclusién de no-degeneracién se basa en una
hipétesis anterior de no-degeneracion, sobre el espectro de é , la cual permite aplicar
la ecuacién (3.4) al estado |v). Si € no es degenerado, entonces este andlisis de 7 vale
dentro de cada miembro Hy, de la suma directa H = @, Hi, donde 72 no es degenerado.

Esto implica que, en general, 7 puede ser degenerado — en la misma medida que é y
con la misma degeneracién en cada valor propio — pero que al igual que con é dicha
degeneracién puede ser ignorada restringiéndose a uno de los espacios Hy.

Para finalizar el andlisis, hay que fijar la normalizacién y la fase de la base {|n) :
n € N} de vectores propios de n. Demostramos ya que si |n) es vector propio con
n|n) = n|n), entonces a' |n) es vector propio con na' [n) = (n+1)a’ |n). Como no hay
degeneracién, debe ser un miltiplo de |n + 1), es decir, a' [n) = ¢, [n+ 1). Al pedir
que todos los vectores propios queden normalizados a 1 se obtiene

eal? = (n 4 1icienln + 1) = (nfaa'|n) = (nfata +1|n) = (nff + 1jn)
=(n+1)(nn) =n+1,

que implica |¢,| = v/n + 1. Fijando la fase de la base de modo que ¢, sea real y positivo,
se tiene ¢, = v/n + 1. Por ello,

atln) =vn+1ln+1). (3.8)
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Para encontrar la accion de a sobre la base {|n)} podria repetirse un argumento
idéntico, pero la fase de la base ya no puede cambiarse. En cambio, hay que multiplicar
(3.8) por @ para obtener v/n+ la|n+1) = aa'|n) = (afa+1)|n) = (A +1)|n) =
(n+1)|n), de donde a|n + 1) = v/n+ 1|n) y finalmente

aln) =vnn—1), (3.9)

vélida incluso para n = 0 en el entendido de que 0|—1) = 0 aunque no hay ningin
vector |—1).
Se obtiene, ademads, una expresion explicita para la base,
at"
=—=10 3.10
) = =10). (3.10)

que se conoce como la base de numero.

3.4. Operadores de creacion y aniquilacién

3.4.1. Vectores propios

Consideramos ahora la estructura analitica de los operadores de creacion y aniqui-
lacién. Como no son operadores autoadjuntos, no puede asegurarse que @ ni a' tengan
bases ortonormales de vectores propios; mas aun, al no ser normales (es decir, al no
conmutar con sus adjuntos) no pueden existir dichas bases. Sin embargo, en principio
todavia pueden tener uno o mas vectores propios e incluso — al no ser autoadjuntos —
valores propios complejos.

Empezamos por el operador de creacion, por ser el caso més sencillo y por responder

a una pregunta que todavia estd abierta. Si se busca un vector propio de a' con valor

propio «, se plantea la ecuacién af o) = % (é - zﬁ') |o) = a|ar), que puede llevarse

mediante el mismo proceso que dio la ecuacién (3.7) a la ecuacién

dy

§(0) = 3¢ (6) = V20r(©),

que se reduce a %(5) = (£ =V2a)9¥(¢), con lo cual ¥(§) = Aets(E-V20)* pg

ta funcién de onda mo representa un estado fisico, ya que su médulo, [(€)? =

\A|26%2Re((§7‘/§°‘)2) = |A|2e6~V2Re(@)® " tiende a infinito cuando ¢ — oo y por ello
no es integrable.

Asi, a' no tiene ningin vector propio en . En particular, no tiene a a = 0 como
valor propio, lo cual implica que los vectores de la base (3.10) nunca se anulan, y
confirma que el espectro de n es todo N.

Nos enfocamos ahora en el operador de aniquilacién, cuya estructura es mucho mas
rica. Para empezar, si tiene vectores propios, que pueden encontrarse de manera idénti-
ca al desarrollo anterior con el inico cambio — crucial — de un signo. Asi, la ecuacién
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alay = % (é + zfr) la) = a ) tiene como solucién al estado o) = [ dEa(€) [€)

con funcién de onda ¥, (§) = Ae—3(6-V20)%, Aqui el estado si es normalizable, y al
igual que con el vacio, |0), se tiene |A| = 7~ 1/4. Por supuesto, el vacio es un caso
particular, con o = 0.

Alternativamente, pueden buscarse los vectores propios en términos de la base de
nimero. Asi, se postula el estado |a) = > "7 ¢n |n) y se le obliga a cumplir

[e.e] (o) (e} (e}
Zacﬂn) =ala)=ala) = &ch In) = chd\m = ch\/mn— 1)
n=0 n=0 n=0 n=1
oo
:ch+an+1|n>7
n=0

que se reduce a una relacion de recurrencia de dos términos, ac, = vn + lcy+1 Vn > 0,
o bien ¢, = fcn 1 Vn > 1. Esto deja libre a ¢y, y da a los demés como ¢, = %co.

Al igual que con la constante A, puede encontrarse el médulo de ¢y pidiendo que |«)
esté normalizado:

«
1= (ala) = zw cof? Z' ool

_1ig2 ) ; ;
con lo cual |¢p| =€ z1ol” Asi, para algunas fases e y ¢,

—5la P, _— > — (-2
la) = eife 3| IQZ\ﬁ‘” ) = el 1/4/ d¢ e 2 (V20 gy

Las fases € y ¢ no pueden encontrarse, pero si su diferencia, multiplicando por
la izquierda por (0], lo cual da

eife=3lal® — ei¢7r1/4/ d¢ e~ 2(6-V20)? (01€)

|of?

= eil0-9) = £ / b ¢ e~ 3 (EV20)? 38

Q]
=

S

1 2
T J-oco
1 2
= LQIM /oo d¢ e~ (€ V20t +a?)
™ —00

=

al?

| 00
€2 2 2 2
_ dg e—(E€—0/V2P ~ha
T /_oo

1,2

1(.(2 1
:e§|a|e 2% e2

(lo]2~02) _  ta(a*—a)

1
= €2
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., ; Lola—a* .
La convencion para las fases es tomar 6 = 0, lo cual hace que €@ = ¢2%(*=") e decir,
¢ = a®57~. Asi, se obtiene

ja) = e 2y o) = ereleme /e [ ageevarg. @y

n—0 n.

Estos estados se conocen como estados coherentes, y aunque fueron descubiertos por
Schrodinger en 1926 [52, 49], no encontraron usos importantes hasta su redescubrimien-
to por Glauber [22], Klauder [26, 27], y Sudarshan [53], en 1963. A partir de entonces
han sido utilizados frecuentemente [21, pp. 43-73], debido a varias de sus propiedades.
En particular, como minimizan el producto de incertidumbres AEAm, representan la
mejor aproximacién dentro del formalismo cuantico al oscilador arménico clasico; esto
se apoya en que su evolucién temporal, como veremos mas adelante, preserva la forma
de la funcién de onda y mueve al centroide senoidalmente. Ademads, tienen propiedades
analiticas particularmente nobles (que pueden generalizarse considerablemetne a otros
espacios [28, 42, 61]), mismas que describiremos a continuacion.

Es importante notar que (3.11) vale para cualquier o € C: es decir, el espectro del
operador de aniquilacién no sélo no es vacio — como el del operador de creaciéon — sino
que es todo el plano complejo. Esto pudiera parecer una contradiccién con el hecho de
que a no puede tener una base de vectores propios, pero no lo es ya que los estados
coherentes no son ni ortogonales ni linealmente independientes. De hecho,

(a]B) <1'“2ia*n< \) ( *llﬁl2i Gy >> fl|a\2—l|m2i(0‘*5)"
o =|e 2 n e 2 n =€ 2 2
\/ \/ !
n=0 n! n=0 n! n=0 e
_ o sla2=1I82 a8

que nunca se anula. En particular,

‘ <a’/6> ’2 = 67‘a|2*\5|2+a*5+a5* _ ef‘a,mz,

v la fase del producto interno es (28 — e=3lal’ =318 +a"Boslal+5 |87~ B- g8 _
KalB)l

e3(@*B—aB") Ey resumen,
(a]B) = ez(@ B=aB)g=glo—Bl*, (3.12)

El aspecto de los estados coherentes que es realmente extrano es que, aunque no
son independientes, si generan a todo el espacio de Hilbert. Para ver esto hay que
integrar los proyectores |a) (a| sobre todo el plano complejo, con elemento de drea
d?a. La integracién se hace posible cambiando a coordenadas polares, con o = ve' y
d2a = vdrdf. Asi,

Jonr e o) (o £
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33 et Ly

n=0m=0
oo 00 oo 2w o yneint me—imb
- ve™ dédv |n) (m
nzz:omzz:o/o /0 Sl Jml ) (m|
= i i b |ny (m] /Oo UM eV L dy /27T oiln—m)d 49
- i i o n) (m| /°° Ve ydv2m b,
n=0m=0 WW 0

> 27 o0
2
= E ) |n) (n/ Ve ™ vdv, y con p = 12
n=0 0

o) o0

™ R ™
=" T ol [ e = 30 X o) (| T+ 1),
n=0 n=0
que, como I'(n + 1) = n!, deja
d2a >
T2 10) (ol = Y ) (nl = 1. (313)
n=0

va que la base de nimero genera a todo H al ser todos los vectores propios de un
operador autoadjunto.

En particular, multiplicando (3.13) a la derecha por |3) se obtiene la identidad
1B) = fdzTa la) (] B) = f‘PTae%(a*'Bfo‘ﬁ*)ef%'a*ﬁlz |y, misma que demuestra que los
estados coherentes no son linealmente independientes.

Esto completa un primer analisis de la estructura analitica del operador de aniquila-
cién: tiene exactamente un vector propio, de norma finita, para cada nimero complejo,
mismos que generan a todo el espacio estado aunque no son ortogonales ni linealmente
independientes. Por ello, se dice que los estados coherentes son sobrecompletos; ma-
teméaticamente su estructura se conoce como un marco tenso de espacio vectorial (tight
frame for a vector space) [58].

Como ya mencionamos, los estados coherentes tienen propiedades fisicas particu-
larmente nobles. Sin embargo, en vez de desarrollarlas en detalle las consideraremos,
junto con las propiedades analiticas ya demostradas, como motivacién para estudiar
mas a fondo su estructura analitica, que todavia tiene sorpresas que dar.

3.4.2. Bloques de Jordan

Es facil considerar a la acciéon de a como resuelta al descubrir que los estados
coherentes generan al espacio de estados H. Pensar eso, sin embargo, ignora aspectos
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que ya han sido considerados. Uno de ellos, crucial, es la accién de a en la base de
numero, a|n) = /n|n — 1), que puede ser reescrita como

. 1 B 0 sin=20 314
a<m|n>>— mm-l) sin # 0. (3.14)

Esto pudiera parecer barroco en primera instancia, pero es exactamente la forma
de un bloque de Jordan. Esa es una de las formas canodnicas a las que se puede llevar
una matriz; a continuacién recordamos algunas de sus propiedades.

Paréntesis matematico 3.1. Bloques de Jordan

Es un hecho bien conocido que no toda matriz es diagonalizable; por ejem-
plo, eso motiva el uso de operadores autoadjuntos en mecanica cuantica, pues
siempre son diagonalizables. En general, una matriz arbitraria ni siquiera tiene
que tener valores propios; el ejemplo clasico de esto son matrices de rotacién,

como por ejemplo
0 —1
=(15);

cuyo polinomio caracteristico es det(R—A1) = A?+1 y siempre es positivo para
A real. Este problema particular desaparece si se trabaja sobre los niimeros
complejos, donde todo polinomio tiene por lo menos una raiz (que puede ser
unica si su multiplicidad es igual al grado del polinomio) y por ello toda matriz
tiene por lo menos un valor propio.

Mas concretamente, para cada matriz M con entradas complejas existe
un numero complejo A tal que det(M — A1) = 0. Eso implica que el sistema
(M — A1)v = 0 es singular, asi que tiene por lo menos una solucién no trivial.
Dicha solucién es un vector propio no nulo v de M, con Mv = A\v.

Sin embargo, no hay manera de garantizar la existencia de mas vectores
propios. El ejemplo patolégico tipico es un “esfuerzo cortante”, una matriz

como
11
v=(o1).

cuya accion se muestra en la figura 3.1. El polinomio caracteristico de M es
claramente (A — 1)2, de modo que el tinico valor propio puede ser 1, y de
hecho e = (1,0)! es un vector propio, con Me = e . Sin embargo, si se busca
un segundo vector propio hay que resolver el sistema (M — 1)v = 0, que si

W= ( z ) toma la forma

(8)=(0)(5)=(3)
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Como todas las soluciones tienen y = 0, existe inicamente un vector pro-
pio, que corresponde a un valor propio de multiplicidad 2. Es decir, M no es
diagonalizable.

El problema puede extender-
se bastante facilmente a casos en
los que el valor propio es distin-
to de 1, asi como a bloques mas
grandes para los cuales la multi-
plicidad del valor propio es mayor
pero sigue habiendo un tnico vec-

,"""_'_'_"""--:_,. tor propio. El caso general es de

la forma
A1 0 0 0
0 X 1 0 0
0 0 A 0 0
M = . 5
0 0 O A1
0 0 O 0 A
(3.15)

Figura 3.1: Accién geométrica de un “esfuer- matriz que se conoce como un blo-
zo cortante” (en particular, la matriz M del gue de Jordan.

texto): puede visualizarse al cuadrado azul co- Uno de los teoremas funda-
mo un elemento de un fluido viscoso colocado
entre dos planos, uno fijoay =0y unoay =1
que se desliza sobre el fluido, arrastrandolo.

mentales del algebra lineal es que
toda matriz es basicamente de es-
ta forma: toda matriz compleja es
similar a una suma directa de bloques de Jordan. Es decir, aunque una matriz
compleja no tenga una base de vectores propios, siempre tiene una base de
vectores propios generalizados, que cumplen con la propiedad

Muvy = Avy, y (3.16a)
Mwv; = Av; +v;_1, para j > 1. (3.16b)

Esto es, por supuesto, la expresion algebréica de la matriz (3.15).

Vale la pena notar aqui, para su uso posterior, que aunque el vector propio
asociado a un bloque de Jordan es bdsicamente dnico (salvo por una cons-
tante), los siguientes no lo son. Esto se debe a que si vy es un vector propio
generalizado, con Mvy = Avy + vy y Mvy = Avp, entonces v + cv; también
funciona como vector propio generalizado para cualquier constante c¢. En ge-
neral, habiendo fijado a v1, ..., v;, habrd la libertad de un multiplo escalar de
vy al escoger a vj41.
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Regresando al operador de aniquilacion, se ve que su accién sobre la base de niimero
reescalada, en (3.14), es exactamente la descrita por las ecuaciones (3.16), con valor
propio A = 0. Por eso, @ ya estd en una forma candnica, y en principio no hay por

)

qué buscarle otras formas. (La base de Jordan para a es (ﬁ y no estd normalizada.

Esto no es ningin motivo de preocupacion, ya que sélo los operadores autoadjuntos
tienen garantizada una base ortonormal, y un bloque de Jordan de la forma (3.15)
estd muy lejos de ser autoadjunto.)

Sin embargo, ya habiendo encontrado un bloque de Jordan para uno de los valores
propios de a, es natural preguntar si existen bloques de Jordan, o por lo menos vectores
propios generalizados, para los demds valores propios. Como veremos, la respuesta es
afirmativa.

Comenzamos por buscarle un primer vector propio generalizado al estado coherente
|a). Es decir, buscamos un estado |a, 1) tal que a |a, 1) = a |, 1) + |a). Esto puede ha-
cerse de dos maneras. La primera es suponer un estado de la forma |o, 1) = Y77 (¢, |n),
encontrar una relacion de recurrencia para los coeficientes ¢, e intentar resolverla.
Asi se encuentra una solucién, aunque el método es tedioso y su extensién a posterio-
res vectores propios generalizados involucra cuentas particularmente molestas.

La segunda manera (que, por cierto, sale como una sugerencia natural de la solucién
por medio de series) viene de notar que

a (a* \a)) - (aTa + 1) o) = (aTa + 1) o) = a (a* \a>) +a).

Es decir, a' |a) es una solucién del problema. Sin embargo, como notamos en el Parénte-
sis, la solucién nunca es tinica, sino que es de la forma |, 1) = a' |a) + ¢|a). Como ya
vimos, no hay razon para esperar una base ortonormal, pero bien podemos calcular la
norma de este vector, y de ser posible pedir que sea ortogonal a |a). Asi,

(a, 1], 1) = ((a|d+c*(a!> ( " |e) —|—c]a> < ’( +c aT+c&+c*c)‘a>
:< ‘( Ta+1+cal +ca+c* c)) >

= (a](a®a+ 14 c*a* + ca + c*c)|a) pues a|a> =ala) y (a|d’ = (o] a*
=ada+ 1+ c*a” + ca+ c'c pues (ala) =
=a*(a+c)+tcela+c)+1=(a* +c)(a+c)+1:\a*+c!2+1,

mientras que
(a]a, 1) = {af (eﬂ o) + c\a>> = (a| (a*|a) + cla)) = a* +c.

Se obtiene, asi, que puede asegurarse simultdneamente que el vector propio genera-
lizado sea ortogonal al vector propio y que el vector propio generalizado sea de norma
minima (que, ademds, es 1), escogiendo a ¢ = —a*. Esto lleva a la definicion

o, 1) = (aT - a*> o) . (3.17)
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Dichos estados cumplen

ala,1) = afa, 1) + |a)
(o, 1], 1) =1
(a]a, 1) = 0.

Una de las propiedades particularmente importantes de los estados {|a, 1)} es que,
al igual que los estados coherentes {|«)}, generan a todo H. En particular,

/djf‘|a,1> (@, 1] :/(F;M<dT—a*) a9 {a (&~ a)

2@
:/(17r [aa) (] — a* |a) (0] — a |a) (ol a +a” |a) (0] a]

d2 d? d? d?
/“ra,1><a,1\=a/“|a><a|a—/“a*|a><a\a—a*/“|a><a\a
T i v v
d%a |
-l-/ﬂoz la) (o] o
d?a d?a d?a
_ st - ~ - xa At -
it [y ala- [ ) alata-al [ aja) el
d2
+/aaa> (o]
T

d? d? d?
il [ Sy tala- [} falala—al [ ala) (ol
™ ™

™

=a'a—a'a—a'a+aal = [a,a] = 1. (3.18)

Otra propiedad que sera util mas adelante es la integral

d%a d%a d%a

- 71 = 7<AT— *) :/|:AT —a* i|
[ ey el = [ S5 (al — o) lapal = [ 2 [al o) tal - a* o) (o

=/d72f*|a> (al—/djraa* &) (aIZ&T/(iaW) <Oé|—/dj:l|04> (af o

d? d?
_ dT/O‘ 1) (o _/O‘ o) (a]at = af —af = o. (3.19)
T

™

Debido a todo lo anterior, los estados |, 1) = (a' — a*) |a) son claramente ttiles. Si
queremos extenderlos para obtener mas vectores de la cadena de Jordan, el candidato
natural son los vectores 3

(&T - a*) |a) .
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Para poder manejarlos, observamos que debido al conmutador [a,a'] = 1 se tiene que
[a — a,af — a*] = 1, ya que las constantes conmutan con todo. De ahi se obtiene, de
la misma manera que el conmutador [£, 7%] = ki#*~! del principio de este capitulo, el

resultado
[(a —a), (aT - a)k] —k (a* - a*)H .

o alternativamente

N (dT - a*)k |v) Y (dT - a*)k o) (dT - a*)kil o)

il il R R TR

que es exactamente la propiedad de Jordan, (3.16b).
Antes de definir a estos estados como los nuevos vectores propios generalizados

|ov, k), vale la pena calcular su norma:
k
(@ — )" (&T - a*) a>

it —a*) |a 2: o

(a o) 1] =
_ <z (aa)“{(aﬁ - a*)Z(& —a)+k (eﬁ - a*)kl}
=k {af(@— o)t (af —a®)

= k(k—1) <a

)

a> , v andlogamente

% (&T — a*)k |a)
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Si bien esto no es un inconveniente terrible, conviene méas que dichos vectores estén
normalizados a la unidad — tanto por la propiedad en si como para simplificar los
factores numéricos més adelante. Esa definicién lleva a escoger

o, k) 1= — (AT )k‘ > (3.20)

ak)y:=—(a —a ). .
Vk!

Esto implica, en particular, que la propiedad de Jordan (3.16b) no se cumple exacta-

mente; mas bien toma la forma equivalente

il k) = alo k) + VE|a, k—1), (3.21)

que difiere inicamente en un factor numérico que serd menos molesto que los que nos
ahorra la definicién (3.20). En particular,

(o, k|a, k) = 1. (3.22)

Procedemos ahora a explorar las propiedades analiticas de los estados definidos por
(3.20), a los que nos podemos referir como estados coherentes generalizados. En parti-
cular, vimos ya que los primeros (con k = 1) generan a todo H, al igual que los estados
coherentes, lo cual lleva a la pregunta de si todos los estados coherentes generalizados
generan, integrando sobre una misma “capa’, a H. Dicha pregunta se responde calcu-
lando, de manera analoga a (3.18); el paso crucial es la peniltima igualdad, en la que
se utiliza la propiedad de Jordan, (3.21), para hacer actuar al escalar a* — que, como
tal, conmuta con |a, k — 1)(«, k| — como operador.

/dQ]a k) (o, k| = \C};ir <dT—a*>k‘a> <a,k‘
20 .
5 () it o

por (3.20) cambiando k por k — 1,

d%a
AT\ k—1){a,k| —a" |a,k—1) k\]
a'|a o oo o
\/> |: Y Y Y )
=af |a kE—1){a, k| — —2 a*|a k—1){a, k|
\/> ) ) )
—dT/z la, k —1) (o, k| — 2 |ak 1) (o, k| o
\/%71' ’ , \f ’

=al d2—aoz o, k| — da «, a klat — (o, k —
=il [k =1tk = [ S jak =) (kT = (0.k = 1] VE).

por la adjunta de la ecuacién (3.21), con lo cual

A ok — 1) {a, /d2|k 1) (k] 2
=— | — o, o, k| — o o, k| —
T Vk
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Asi, el siguiente paso es claramente calcular

2 2
/d|ak 1) (o, k| = \df o,k — 1) (o, k — 1| (& — «)
d2
T [|ak; >(a,k:—1\d—|a,k—1>(a,ks—1|a]

d*a d*a
la, b — 1) (o, k — 1] a —
\/> \/>
d2
= —|ozk: )a,k:—1|€z—/a|a,k—1><a,k¢—1|
km Vkn

la, kB — 1) (o, k — 1| &

d2
= —ak a,k—1|a
|

2
j;;r (d|a,k71>f\/k—1\a,k72>> (o, k—1],

de nuevo por (3.21), lo que da finalmente

2 2 ~
/dmk—w@m=/HMk 1ok -1 2
a d2a

~ 7R —]ak 1) {a, k — 1]

\ﬁ

—\a k—2) (o, k—1].

Para no perderse en este mar de cuentas, es importante fijarse tinicamente en
los objetos involucrados unicamente al inicio y al final de estas dos igualdades. En
particular, empiezan con dos integrales de la forma

2 2
/dmkaMy/dmk—Dm$,

que quedan en términos de las integrales

e d’a
[ Sk vtak -1y [ ak -2 k-1,

de forma idéntica pero con el indice k reducido en uno.

Es aqui que entra en juego la integral (3.19), pues nos permite completar la pareja
de integrales en el caso k = 1 (entendiendo |a,0) = |a), notacién consistente con la
cadena de Jordan (3.21) utilizada en el calculo anterior), en el cual son iguales a 1y
0, respectivamente.
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Asi, lo natural es utilizar esos valores en las igualdades ya obtenidas (lo cual,
estrictamente, es vélido tinicamente para k = 2) y ver qué se obtiene. Con ello,

d’a at [ P« d’a at
[ Stk okl = T [k =1tk = [ SR ok = 1) ok
2
+/d|ak5—1><a,k—1|

af af
=—0-0—4=+1=1
VEk Vk

para la primera y

/d2]ak—lﬂa$M:/d2]ak Mmk—u;;
;/dQIak 1 k- 1| J/]ak 2 (o — 1
L

para la segunda. Esto completa el calculo: por induccién matematica, debe tenerse

1+0=0

d*a d*a
/|a kY (o, k| =1 'y /\a k) (a,k+1]=0 VEk>0. (3.23)
Mads aun, la segunda propiedad puede ahora extenderse facilmente, mediante
d*a d*a
—ak a,k+2 = ——— |, k) (e, k+ 1] (6 — «
[ S b k2= [ o ek ok 1)@= )
d*a a d*a
= —ak ak+1 — a, k) (o, k+ 1|«
[ S b ek s = [ Eo ok k1
S 453fma@mk+u
B vk 4+ 2w ’ ’
d’a
=0— [ ——— (ala, k) = VE]a,k—1)) (o, k + 1
=5 (@l k) = Vi k —1)) (0o k4 1]

:\/m 1><Oz,/€+1|,

que se anula para k£ = 0, y por induccién para cualquier k. Un argumento analogo
funciona para diferencias mayores entre los indices del bra y el ket, con el resultado de
que [ ‘1276” |, k) (o, k + 1| = 0 para cualquier [ positiva. Todo esto puede resumirse de
manera particularmente compacta como

2
/dmkau:%. (3.24)
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3.5. Productos internos

En la seccién anterior obtuvimos la existencia de los estados coherentes generaliza-
dos y caracterizamos su comportamiento bajo los operadores de creacién y aniquilacion.
Adem4s, encontramos que el conjunto de estados coherentes generalizados de un indice
k fijo genera a todo el espacio H. Esto crea una estructura de “capas”: una copia del
plano complejo C para cada entero no negativo k.

Demostraremos, adicionalmente, que los estados coherentes generalizados corres-
pondientes a un nimero complejo fijo «, haciendo variar el indice k, también generan
a H. Para ello hace falta calcular los productos internos entre los distintos estados
coherentes generalizados, tanto dentro de una misma capa como de distintas capas.

Un primer caso es facil, cuando los valores propios coinciden:

(@, 1) = (af(a — a)|a) = 0

1
(o, 2|, 1) = 7 (o, 1|(a — a)|a, 1) = 7z (a, 1la) = 0, y en general
1 1
(k4 k) = e (bl — o) K) = s (o Ff k= 1) =0,

por induccién. Andlogamente,

(o, l|a) = —= (o, — 1]|(a — a))|a) = 0, y finalmente

S

1

k+

1
= (a,k+1—1]a,k—1) =0,

(a, k+lo k) =

(a, k+1—1|(a — a)|a, k)

o~

de nuevo por induccién. Esto puede resumirse de manera compacta como
(o, kla, 1) = Ok (3.25)

Igualmente, conocemos ya el producto interno entre dos estados coherentes, (3.12),
igual a

(a|B) = eim@B)e=sla—BI”,

el cual serd particularmente 1til y aparecera como factor en cada producto interno de
aqui en adelante.

Los primeros productos internos entre estados coherentes generalizados pueden
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calcularse, a mano, ficilmente:

(e, 118) = (al(@ - )|8) = ( —-a>< 1) y en general

—a)f

(@ H3) = = (af(@ -] = 285 g,

(@, 118,1) = {al(@ - )@ - 8[8) = (| [1 + @ - 5@ - 0)]|5)
e m)mm>

(@291 = 5 (alia - @ - 57)]5)
\2<4P< @ =)= ay]}s)

-2l “‘2< ) (al8),

(@ k18.1) = —= (a](@ - (@ 6>\ﬁ>
= = (o] [k(a — o) @l - )@ - 0)*]]8)
= ElB el falg).

Un ultimo caso particular es de interés:
1
(@,2/8,2) = 5 (o] (@ - a)2(a" - 57| 8)

_ % <a‘ |:2+4(dJ[ — B84 —a) + (a' —B*)Q(&_O‘>2H5>

24| —a?+ |8 —al*
- 2

af@ - a)@at - g)?%8)

(a|B) , mientras que

<a7k’/872> =

—~

_ <a :(aT — 8@ —a)* + k(a— a)kﬂ (af — 5*)]6>

= Lol - 56— )t - 57+ - ) - 7))

= ——=(of[@ -5 (@ = B @ - ) + k(o — ) ) ][5)
. ‘ <a‘ [k ((&T — B a— )+ (k—1)(a - a)k_Qﬂ ‘B>
—{al[t* ~ 5 (0"~ )5 — @) + k(5 — 0)*1)]|5)

= (o[ (07 =898 — @)+ (k= 1)(8 ~ )*) | |3)
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_ @ = BB @) 2k = B ) T k- DB -0t
— NG i
_ 18— ]t = 2k|B — a* + k(k — 1)

VE!2!

Con esto puede establecerse un patrén general: para k > [, el producto interno
(o, k|B,1) serd igual al producto de (a|B) con (8 — a)*~!, el factor numérico 1/v/E!!,
y un polinomio en |a — B|2. Para poder avanzar en el anélisis, a falta de mds infor-
macién sobre dichos polinomios, primero les ponemos nombre. Es decir, postulamos la
existencia de polinomios P,f*l tales que, para k > 1,

(8 — )% (a|B).

(o k1B.1) = (8 — @) P16 aﬁ%

El problema se convierte, entonces, en encontrar dichos polinomios.
Esto se hace mediante una relacién de recurrencia, que es basicamente lo 1inico que

permite la informacién con que se cuenta sobre ellos. Empezamos atacando el caso méas
sencillo, cuando k£ = [:

(e k[, ) = = (e | (@1 = 8

:\}E Bk—1)
- \}% (fokl(a® = 318,k — 1)+ VE ok — 118,k — 1)

_O[*—ﬁ* B B B
- \/E <a7k’/87k 1>+<Oé,k Hﬂak 1>

Entonces, sustituyendo la definicién de P,f_l, se obtiene

PB—af) _ar—p (- a)Pé(lﬁ —af)  BL(8-al)
k! vk kl(k —1)! (k—1)!
1

= 5 [F18 =P8 — al’) + kPL1 (18 — of)].

Esto da una relacién de recurrencia, pero es entre dos familias de polinomios, P,? y
Pkﬂ de modo que se requiere otra relacién. Esta se obtiene, por supuesto, de desarrollar
el producto interno asociado a Pkl:

(., klB,k=1) = —=(a,k —1](a — a)|B,k - 1)

Sl-%-

((a,k— 18— a)|B,k - 1) +VE —1(a,k — 1|B,k—2>),
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de donde
Pr(IB8—al®) = P{_1 (18— a*) + (k= 1)PL_(18 — af?).

Es decir, se tiene la relacién de recurrencia (doble)

{P,S(x) = —aP}(z) + kP)_,(z) (3.26a)
Py(w) = P_y(x) + (k= )Py (o). (3.26b)

Esto confirma, de un golpe, que las funciones P,? y Pk1 (que en principio serfan
funciones arbitrarias de o y 3) son polinomios en x = |3 — a|? y, més atin, indica que
son de grado k y k — 1 respectivamente, tienen coeficientes enteros, y tienen coeficiente
principal (—1)*. Ademds, pueden calcularse con facilidad los primeros polinomios:

PY(z) =1

Plz)=1-=z Pl(z)=1

PY(z) = 2 — 4z + 2* Pl(z)=2—x

PY(x) =6 — 18z + 92 — 23 Pl(z) = 6 — 62 4 2°

P)(x) = 24 — 962 + 722° — 1623 + 2 Pl(z) = 24 — 36z + 122% — 23

Consultando cualquier texto sobre funciones especiales* puede verse que estos son
exactamente los polinomios de Laguerre, salvo por factores de normalizacién. Es decir,
para estos primeros casos se cumple

k
PY(x) = K!Ly(z) := em% {xke_m} .y (3.27a)
PHa) = (k= DILD, () o=~k — DI [Le(o)] (3.27b)

Asi, la meta es demostrar estas relaciones para todo valor de k. Como la tnica
informacién que tenemos sobre las Pi’s es su relacién de recurrencia, tendra que ser
con esa herramienta. Sin embargo, las relaciones de recurrencia para los polinomios de
Laguerre son bastante menos complicadas y, en particular, estan desacopladas:

(n+1)Lpt1(z) = 2n+1—2)Ly(x) — nlp_1(x) (3.28a)
(n+ 1)Lg€_31(ac) =©2n+1+k—2)LP(z) — (n+ k:)L;k_)l(x) (3.28Db)

Es decir, en cada relacion de recurrencia ocurren tnicamente polinomios de un mismo

tipo, L%k) o Ly, de distinto grado.

4 Aquf seguimos la normalizacién y los resultados de [1] y [4], que coinciden en sus definiciones para
k
Ln(z) y L (2).
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Para salvar esta diferencia, notamos que las recurrencias (3.26) pueden desacoplarse
parcialmente, sustituyendo (3.26b) en si misma:

Pi(x) = Py (2) + (k= 1) Py_y (@)
= Pi_y(2) + (k = 1) (Ps(2) + (k — 2) Py _y(x))

= P y(2) + (k= 1)PY_y(x) + (k= 1)(k — 2) P)_5(2)
+ot (k=1)(k=2)---2-1P)(2),

que puede expresarse como

T
—_
—~

Pl(z) = “PY(x), (3.29)

J!

<.
I
o

lo cual permite expresar a cada P} (z) exclusivamente en términos de las PJQ(:L'). Esta
relaciéon puede sustituirse en (3.26a) para obtener una relacién de recurrencia tnica-
mente en las P (z):

k—1

P(x)=-z) (k ;! D !P]Q(a:) + kP (x). (3.30)

§=0

Sin embargo, esto tiene la desventaja de que cada P,g no queda expresada en térmi-
nos de las dos anteriores, sino de todas las anteriores. Para remediar esto, en vez de
intentar “limpiar” la recurrencia (3.30) para intentar hacerla coincidir con (3.28a),
conviene “ensuciar” (3.28a), mediante un resultado particularmente ttil, pero poco
conocido fuera de la comunidad de funciones especiales:

Paréntesis matematico 3.2. Férmula de Christoffel-Darboux

Teorema 1 (Christoffel-Darboux). Sea {f, : n = 0,1,2,...} una familia de
polinomios ortogonales en [a,b] con respecto a w(x), que cumplen la relacion
de recurrencia

fn—i—l(x) = (an + bnx)fn(x) - Cnfn—l(x)'

Entonces, si se definen ky, kI, y h, mediante
frn(@) =k + Kz ...y

b
o — / (ful@))? w(z) do,
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se tiene que

n ke @) — (@) i )
Z Efm(x)fm(y) - kn—i—lhn -~ z—y = :

m=0

(3.31)

Demostracion. (basada en la de [54, pp. 42-44]).

Lo primero es encontrar relaciones de recurrencia para k, y ki,. Sustitu-
yendo la recurrencia de las f, en sus definiciones se obtiene

Fat1(z) = k1™ + K, 13" + - = (an + bp2) fu(T) — cnfao1(T)
= (an + bpx) (knz" + KLz 1+ ) —cp(bnorz™ L+ K 2™ 240
= an(knz™ + KLz 1+ )+ bpa(kpa™ + k2" 4 )

n_2 —_— . e .

— cpkp_1a" Tt — enkl, 1T

= brknz™ ! + (anky + bpkl )™ + - |
que implica que kpy1 = bpkn ¥ Ky = ankn + boky,.

Por otro lado, como los polinomios son ortogonales, al tomar el producto
interno de

fn-&-l(x) - bnxfn('x) = anfn(I) - Cnfn—l(m)

con fpi1y fn_1 se obtienen, respectivamente,

b
mﬂzm/xnwnﬂwmwm,y

b
bn/ Zfn(x) fr—1(z)w(z)dx = ey hp—1.

De ahi, cambiando n + 1 por n en la primera y sustituyendo, se obtiene

Puede ahora hacerse un proceso de induccién sobre n. Sustituyendo la
relacién de recurrencia para las f,, en el lado derecho de (3.31) se obtiene que
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I = kn  for1(@) fn(y) — fu(@) far1(y)
" kn—l—lhn r—=y
_ kn ((an T bnx)fn(ff) - Cnfn—l(x))fn(y)
kn+1hn r—y
_fn(x>((an + b0y) fu(y) — enfo-1(y))
r—y
_ kn  bn(z — ) fn() fu(y) + cn(fn(2) fa—1(y) = fa1(2) fu(y))
B kn+1hn =1y
. knbr, kncn fn(x)fnfl(y) — fnfl(x)fn(y)
= Furaba " vy ol
. knbn bnflknfl Cn fn(x)fnfl(y) B fnfl(ﬁ)fn(y)
- bnknhnfn(x)fn(y)+ bnkn h7n T—y
. fn(2) fn(y) + bn—1kn—1 br, Jn(@) fu1(y) — fa1(x) fn(y)
B [ bnkn  bn—1hn—1 r—Yy
_ Jn(Z) fn(y) + kn1 fo(2)fa1(y) = fa—1(x) fu(y)
N hn knhnfl r—y
= f"(x}ifn(y) + In_1.
Es decir, I, cumple la misma relacion de recurrencia que la suma
D e ﬁ fm(x) fm(y), por lo que deben ser iguales si se demuestra que son

iguales en un inicio, es decir, el paso base de la induccién.

Para ello basta observar que los cédlculos del paso inductivo siguen valiendo
si se toma ¢y = 0; ello es necesario para que se cumpla el primer caso de la
relacién de recurrencia, fi(x) = (ag+box) fo(x) — cof—1(z), en el entendido de
que no existe la funcién f_;(x) pero ese término es cero. Por ello, el calculo
anterior puede detenerse en el paso marcado (%) para obtenerse que

ko fi(z)fo(y) — fo(x)f1(y) _ kobo _ Jo()fol(y)
k1ho r—y ~ kiho fole)foly) = - hy
lo cual completa la demostracion. [

Para darle una trascendencia a este teorema mas alla de su utilidad en
simplificar cuentas, basta ver que la suma que describe,

n

m=0

es el kernel integral de la proyeccién ortogonal IL,, sobre el subespacio generado
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por los polinomios { fo, f1,.-., fn}, de modo que

n 1 b
Ko dy =" —fu(@) | fuly)f@)w(y)d
0= [ Kol ) Gy = 3 @) [ i1y

kn / fn—l—l(x)fn(y) — fn(x)fn—i-l(y)
n+1h r—=y

f(y)w(y)dy,

el cual es un operador con un kernel integral mucho mas sencillo que antes.
Sin embargo, eso nos aleja de nuestro propésito actual.

Para aplicar este teorema a nuestra situacion, se escoge f, = Ly, los polinomios de
Laguerre, para los cuales los coeficientes relevantes son k, = *—— y h, = 1, de modo
que k,/ky, +1=—(n+1) y por ello

n i Ln(2)Lnt1(y) — Ln+1(2)Ln(y)
Y Ln(@)Li(y) = (n+1) —y :

Msés atin, los polinomios cumplen que L, (0) = 1, de modo que al tomar y = 0 se tiene

Z Lon(@) = " (00 (2) = Loaa (@) (3.32)

De aqui, basta reescribir esta expresién como

(n+ D) Losa() = (n+1) foL

y, recordando la hipétesis (3.27), ponerla en términos de k!Ly(z):

k—1
E'Lp(z) = k- (k — 1) Lp_( :cz

m=0

Lin(2),

que es exactamente la ecuacién (3.30). Es decir, los polinomios P,g y k!Lj cumplen
la misma relacién de recurrencia; como ademés coinciden en sus primeros términos,
deben ser iguales.

Esto nos lleva al final de la parte central de la demostracién, obteniéndose lo que
es probablemente el resultado principal de esta seccion:

(0, k[B, k) = Li(18 — o) (ol B) - (3.33)
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11 (e, 10|3,10) |?

8

Figura 3.2: Médulo del producto interno entre estados coherentes generalizados del mismo indice: |(a, 10|, 10)]* en funcién de 5 —a
sobre el plano complejo. Se observa que la funcién se encuentra concentrada en un circulo de radio aproximadamente 1 alrededor del
origen y posteriormente forma 10 anillos, correspondientes a los 10 ceros de Lig. Cuando k& = 10 la funcién decae exponencialmente

para |a — 3] > (2(k: +4)+ Ak + 1)+ i)lﬂ ~ 7 (cf. [1], ec. (22.16.8)).



11{a,20|8,10) |2

0.4+

8

Figura 3.3: Mddulo del producto interno entre estados coherentes generalizados de distinto indice: [{a, 20|23, 10)|2 en funcién de
B — a sobre el plano complejo. Al igual que con el caso anterior, la funcién forma anillos, intercalados con los ceros de L19, y decae
exponencialmente para |3 — «a| 2 9 (cf. [1], ec. (22.16.8)). En el centro se encuentra un cero de orden 20 en |5 — «. La amplitud se
concentra en el primer anillo, pero es marcadamente menor que en el caso anterior.

SOUIOJUL SOJONPOI] "G'¢

Ly
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Una de las implicaciones principales de este resultado es que, aunque ningin par
de estados coherentes son ortogonales, los estados coherentes generalizados si pueden
serlo. De hecho, como

[, k|8, k)| = |Li (|8 — af?)| ezlo=FP,

si se fija «a, el lugar geométrico de las 5 € C tales que |3,k) es ortogonal a |«, k)
describe k circulos con centro en 0. Mostramos en la figura 3.2 la gréfica de un ejemplo
representativo de este producto interno, con k = 10.

Los productos internos més complicados, de la forma («, k|3, 1), son también de in-
terés. Sin embargo, para evitar un exceso de dlgebra innecesaria, realizamos los calculos
en el apéndice A y damos unicamente el resultado, (A.2):

Bg— b LED( — aP) (lf), para k>l (A2)

(k180 =/

Un ejemplo tipico se muestra en la figura 3.3, que grafica el médulo de dicho
producto interno. La fase, en cambio, se muestra en la figura 3.4, donde se observan tres
contribuciones principales. La primera es debida al factor (5 — a)k_l, y es responsable
del comportamiento cerca del origen; la segunda se debe a los cambios de signo de
Ll(kfl)(| B — a?) en sus ceros, y genera los cambios abruptos de fase en los anillos que
definen dichos ceros.

Finalmente, el factor e!™(@"f) = ¢ilm(e"(5=)) de] producto interno (a|3) causa el
comportamiento lejos del cero. En particular, si se fija a entonces la fase del producto
interno es funcién de f — a mas que de 3, en el sentido de que todo el comportamiento
interesante se encuentra cuando 8 — « es pequena, y no 3.

Ahora bien, como existe esta dependencia en dos pardametros, si cambia el compor-
tamiento de esta fase segun la relacion de o con k y [. El caso graficado es mas bien
intermedio: para a mayor, el comportamiento en “bandas” atraviesa los anillos y la
transicion al comportamiento en rayos desde el origen ocurre dentro del primer cero,
mientras que para « menor dicha transicién ocurre fuera de los anillos, en los cuales
domina el comportamiento centrado en el origen de (3 — «)¥~!. Esto se debe a que el
espaciamiento de las bandas lo controla el factor de a* en e!m(@”(5-a)),

3.6. Estados de ntimero desplazados

Recordamos ahora al lector la definicién de los estados coherentes generalizados,

(3.20): , .
la, k) = N (&T - a*) ’a>.

En particular, es notable su parecido a la accién de a' sobre la base de niimero, (3.10),

dada por
m =" 0)
n) = —— )
vn!
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2

[\l [d%)
3

D=
3

.{u‘"'.'5‘"Re'(ﬂé_a')"‘é""{u
Figura 3.4: Argumento del producto interno de estados coherentes generalizados de distintas
capas: arg({a, 20/3,10)) con valores entre 0 y 27 indicados por la escala de colores, en funcién
de 8 — a cuando se fija o = 5. Los cambios abruptos de fase en los anillos se deben al cambio
de signo de Lgkil)(w — al?) en cada cero.
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Dicho parecido es importante, y puede hacerse preciso invocando al llamado operador
de desplazamiento,
D(a) = i —ata, (3.34)

Puede demostrarse [21, pp 48-50] que este operador es unitario y tal que D(a)_l =
D(a)t = D(—a), y que mediante la férmula de Baker-Campbell-Hausdorff puede
expresarse como
D(a) — eadT—a*& _ e—%\a|26adT€—a*&

_ e%|a\2€—a*deacﬁ )

Paréntesis matematico 3.3. Férmula de Baker-Campbell-Hausdoff

La férmula de Baker-Campbell-Hausdorff vale para operadores A y B tales
que su conmutador [A, B] conmuta tanto con A como con B, y establece que

eAtB = ¢=3ABlgAB, (3.35)

Ofrecemos aqui una demostracién basada en [11, pp. 319-320], que empieza
con un lema técnico, en el cual dejamos de lado las cuestiones de convergencia
de la serie,

Lema 1. Para cualesquiera operadores A, B : H — H se tiene

ABe™ = B+ [A4,B] + o [A,[4, Bl + g [4,[4,[4, B + -

cuando ambos lados estdn definidos.

Demostracion.
El truco es considerar la serie de Taylor de la funcién

fO) = eMBe™,

alrededor de A = 0. Para ello hay que calcular

= f(0) =B,
n f/(A) = AeMBe MeMBeMA = Af(\) — F(VA = [A, f(N)]
= f'(0) = [A, B],

') =14, f'N] = f"(0) = [A, [A, B,

f(n)O‘) = [Avf(nil)()‘)] = f(n)(o) = [Av T 7[A> [AvB]] ’ "]7
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con la cual
f(A\) =B+ \A,B]+ %V [A,[A, B]] + %)\2 [4,[A,[A, B])] +---

que demuestra el lema cuando A = 1. [ |

Si [A, B] conmuta con A y con B, entonces todos los términos de la serie
salvo por los primeros se anulan, y la serie ciertamente converge, a

e*MBe ™ = B+ )[4, B].
_ MAB

Consideramos ahora la funcién F(\) , cuya derivada es

F/(\) = AeMerB 1 PMBAB = (A 4 e)\ABe—/\A> M AB

= (A + e)‘ABef)‘A> F(A) = (A+ B+ A, B]) F()).

Esta es una ecuacién diferencial en F()\) cuya solucién con F(0) =1 es

F(\) = e/\(A+B)+%)\2 [A,B]

lo cual da para A =1 que

1 1
eAeB — ¢A+B+3[AB] _ €§[A,B}€A+B’

pues [A, B] conmuta con A + B.

De la expresién anterior se obtiene el conmutador [d, ﬁ(a)} = aD(a), mismo que
puede escribirse de la forma

(
= a'D(—a) =a'D(a)! = D(a)!(a! — a*) = D(—a) (@' — o)
= a'D(a) = D(a).a" + D(a)a* (cambiando a por —a)
= (a' — o*)D(a) = D(a)al,

que finalmente puede expresarse en la forma que nos serd 1til,
(@' — a")*D(a) = D(a)alt”. (3.36)

Esta forma es relevante ya que los estados coherentes pueden ser expresados como
la accién del operador de desplazamiento sobre el vacio. Es decir, como a|0) = 0, se
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tiene e~ |0) = |0), con lo cual

o0
D) [0) = el eral e ) — m3lal geal o) — g3l §°

‘|2 > a™
=e2® Zﬁ!n>=la>,

n=0

por las ecuaciones (3.10) y (3.11); este resultado es en buena medida la motivacién de
la definicién del operador de desplazamiento, que se define de esa forma para ser un
operador unitario con esta accién sobre el vacio. Para nuestros propdsitos, este resul-
tado puede ser utilizado para calcular una nueva expresion para los estados coherentes
generalizados,

a, k) = ;H(af—a*)k@:\}H(af—a*)kﬁ(aﬂm } (@)at* |0)
D() |k, (3.37)

donde |k) es el estado de nimero k, con 1 |k) = k |k). Es decir, los estados coherentes
generalizados también pueden verse como los estados de ntimero desplazados.

Este resultado es importante por si solo, pero ademads permite encontrar una nueva
relacién de completez: para cada « fija,

S o) (e ] zD ) k] Dley) (Zrk m) )t = BlayDia)
k=0
:1. (3.38)

Maiés atn, como los distintos estados coherentes generalizados correspondientes a un
mismo valor propio « si son ortogonales, con («, k|a, 1) = 0y, se obtiene que para cada
a € C el conjunto {|a, k) : k =0,1,2,...} es una base ortonormal para H.

Otra aplicacién es una generalizacion particularmente interesante de la relacién de
completez (3.24). Sean |¢) , |¢) € H dos estados arbitrarios. Entonces

d’a b . d%a - > > .
/ 2 D(a) [9) (] Do) = / T2 Do) <Z|k> <k> ) (ol (Zm <Z|> D(a)t
=0

/ ) (kl46) (olt) (1 Do)

iy

o:o 2

=33 (ki) (ol / ok (]
k=0 1=0

= > el (k) da =Y (plk) (Kl¥) = (wle) . (3.39)
k=0 1=0 =0
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En particular, si 1) € H es un estado normalizado a (¢|)) = 1, entonces

d’a - N
EED(0) [9) (9] Dla)l = 1. (3.40)

Es decir, la relacion (3.39) permite obtener, a partir de un 4nico estado arbitrario,
y mediante el operador de desplazamiento, un conjunto completo de estados. Mas atn,
esto puede extenderse [2] para obtener una descomposicién de la unidad a partir de
un operador de densidad p = Ej pj |¥;) (14| arbitrario (sujeto, por supuesto, a que
Zj pj =1y p;j > 0 para toda j), para el cual claramente

o - .
/D(a)ﬁD(a)T = 1. (3.41)

™

3.7. Evolucién temporal y energia

Como parte final de nuestro andlisis de los estados coherentes generalizados, o
estados de nimero desplazados, nos dedicamos a su relacién con el hamiltoniano de os-

cilador arménico H = %hw (7%2 + §2> = hw (dT& + %), en particular en lo que respecta
a su evolucién temporal y a su energia promedio.
En particular, nos interesa resolver la ecuacién de Schrodinger,

. d 2
i [¥(8) = H[o (1)),

bajo la condicién inicial |1(0)) = |a, k) para algunos « € C y k € {0,1,2,3,...}
fijos. Para atacar este problema, la herramienta mas evidente es la base de ntimero; sin
embargo, esto puede evitarse en gran medida mediante el uso del operador de evolucion

temporal U(t) = e~iHt/h = gmilhtg)wt 5 Asi,

- o ; B (&T —a*)k
(1)) = U () [1(0)) = e P20 o, k) = e 2% e M e —~—|a)

Para evaluar esta expresién, utilizamos el hecho de que na! = af(a + 1), que
implica que para cualquier funciéon f se tiene f (ﬁ)dT =alf (7 + 1); en particular, para
f(n) = e~ se obtiene e~ "igh = gleiRtwt — gfe—iwle—inwl De ahi se obtiene, a
su vez, que para cualquier funcién® g se cumple que e="tg(al) = g(afe ™t)e"wt,

Entonces, escribiendo a los estados de ntimero desplazados |a, k) como

~ k
(" —a*)
’a7 k) -
VEk!
SEste método se debe a una sugerencia del Dr. Octavio Castafios.

5Aqui se supone que tanto f como g cuentan con series de Taylor, que se utilizan para definir su
accién sobre operadores.

el 2e0aT 0y — g (ah) |0y
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se obtiene a

(1)) = e3¢ g, (ah) |0) = e~ 3% g, (afe ™) |0)
it (&Te—iwt _ O[*)k
= 2
e \/H e
(@T — (ae—iwt)*)

V!

—|a\26a&Te*i“’t ‘0>

k

_ _i e —iwt|2 —iwt At
swWte ikwt e |ae | e a ‘0>,

=€

que se puede escribir como
(8)) = e i+t | qemivt k) (3.42)

En particular, es notable de este resultado que los estados coherentes generalizados
evolucionan temporalmente dentro de una misma “capa’”, es decir, con k constante. El
resultado para los estados coherentes, |1)(t)) = e~ it ‘ae*"‘”t% es bien conocido [21,
pp. 50-52], y su generalizacién a (3.42) es bastante transparente.

Adicionalmente a lo anterior, pueden calcularse rapidamente el niimero promedio
de fotones,

(, k|fia, k) = <a,kz‘6ﬁd

2
a, k> = lla o, k)| = Ha lov, k) + Vo, K — 1>H
=|af* + &,
asi como su dispersion,

TALQ

<a,k‘(Aﬁ)2’a,k> = (o k

a, k) — (o, kli]a, k)

—{a, k‘a*am

a,k> —{a, k|f|a, k)?

(
= <a, k‘eﬁ?a? + &Td]a, k:> — (a, k|f|a, k)?

+laf? +k = (laf* + k)*
= | +4]a)?k + k(k — 1) + |a]® + k — |a|* — 2|a*k — K?
= |a)? + 2|o?k = |o|? (2k + 1) .

De ellos se obtienen inmediatamente la energia promedio, dada por <a, k’ﬁ ‘a, k:> =

N2
(AH) a,k> = h2w?|al? (2k + 1), con lo

cual AE = hw|a|v/2k 4 1. Con esto puede verse que la estadistica de los estados |«, k)
siempre es estrictamente subpoissoniana, pero esto sélo es significativo para |a| < VE.

hw (o) +k+ 1), y su dispersién, <a, k
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Cerramos este capitulo relacionando los resultados hasta ahora obtenidos con los
conocidos en la literatura. El foco de esta seccion, el hecho de que la evolucién temporal
preserva la forma de la funcién de onda y sigue a un centroide con trayectoria clésica,
se conoce desde los anos 50, cuando Senitzky [51] y Plebaniski [43, 44, 45], buscando
estados con exactamente esa propiedad, encontraron a los vectores |, k) como las
tinicas soluciones.”

Dicho trabajo parece haber sido ignorado durante bastante tiempo, y nuestros
estados coherentes generalizados no vuelven a aparecer de manera significativa hasta el
trabajo de Boiteux y Levelut en 1973 [6], quienes generalizan los resultados de Glauber
[22] de estados coherentes y encuentran, en particular, la relacién de completez (3.24)
para k = 1.

Igualmente, la relacién (3.24) y sus generalizaciones a (3.40) y (3.39) se encuen-
tran naturalmente en la teoria general de los estados coherentes [28, 42], intimamente
relacionada a la teoria de grupos y representaciones, pero puede ser demostrada inde-
pendientemente [2].

El producto interno («, k|3,1), en cambio, es estudiado por Venkata Satyanarayana
[48] en la forma restringida, pero equivalente, con v = 0. Ah{ se utiliza el célculo

de Cahill y Glauber [7] del elemento de matriz <m‘f)(a)‘n>, en el cual aparecen

naturalmente los polinomios asociados de Laguerre a través de su funcion generadora,
o
(L+y)me ™ =3 LI (@)y",
n=0

misma que aparece, con y = o/B y = |3|?, en el elemento de matriz
1

<m e

Ese producto interno restringido a a = 0, es decir, (n|a, k), fue estudiado igual-
mente por Knight et al. [12], donde el énfasis estd en fijar |a, k) y hacer variar n.
Ahi demuestran que el médulo cuadrado de dicho producto interno, igual a la distribu-
cién de nimero de fotones, muestra oscilaciones al variar n, exactamente analogas a las
del efecto Franck-Condon de espectroscopia molecular, lo cual atribuyen a interferencia
en el espacio fase.

o4 (Ba*—p*a) (B + q)me 3181~ lal*~p"a.

ﬁ(ﬂ)‘a> = <m

,8+a>:

Los estados coherentes generalizados |, k) de este texto empiezan a ser objeto de
interés por sus propiedades fisicas con el trabajo de Kral [29, 30], Roy y Virendra
Singh [47], Knight et. al. [12, 25], Wiinsche [60], y Venkata Satyanarayana [48]. En
particular, interesaban como el resultado probable de forzar cldsicamente (es decir,
con una corriente oscilante) un campo electromagnético en un estado de nimero, y
pronto se volvieron un objeto de estudio interesante por derecho propio en la literatura,

"Si se buscan, en cambio, estados de dispersién fija alrededor de centroides con movimiento clasi-
co, entonces las soluciones son més generales e incluyen, por ejemplo, a estados tan sencillos como

lao L B) = [1— | (Bla) 7] % (la) — (Bla) |B)) [16, 34].
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donde se les conoce usualmente como estados de niimero desplazados y, ocasionalmente,
estados semicoherentes [6, 34].

Ademsds de las propiedades analiticas ya discutidas — de las cuales la resolucion
del operador de aniquilacion en bloques de Jordan infinitos, en particular, parece no
aparecer explicitamente en la literatura — los estados de ntimero desplazados son parti-
cularmente utiles para trabajar con las cuasiprobabilidades en éptica cudntica (a saber,
la funcién P de Sudarshan, la funcién de Wigner y la funcién @ de Husimi), las cuales
adquieren formas particularmente simples y nuevas generalizaciones.

Dos ejemplos de esto son la funcion de Wigner, que admite la representacién en
serie [39]

2 — .
W(a) == S (- fa Klpla k).
k=0
y la funcién P de Sudarshan, que se generaliza a funciones [47]

_ d’8 Tr(pD(B)") 1182480 —B*a
o) =2 [ S

tales que
d?a

p= [ pda) k) (o

para cualquier operador de densidad p. (Es decir, los estados |a, k) resuelven diagonal-
mente a cualquier operador de densidad p; de hecho, cualquier operador G admite tal
representacién diagonal siempre que Tr((A}'CA?T) < 00.)

Las propiedades fisicas de los estados de numero desplazados |a, k) son igualmente
ricas e interesantes. Particularmente, han sido utilizados con gran éxito para estudiar
el modelo de Jaynes-Cummings cuando el campo estd en un estado coherente (como el
generado por el laser de bombeo) y el componente atémico estd en un estado exitado,
situacién en la cual el sistema tiende a oscilar entre el estado inicial y el estado con
el componente atémico desexcitado y el campo en un estado de ntimero desplazado
[13, 17, 18, 40].

Otras aplicaciones, como a circuitos RLC mesoscépicos [59], también han sido estu-
diadas, y los estados de nimero desplazados |, k) son actualmente foco de investigacion
tanto tedrica [10] como préactica y orientada a su implementacion en experimentos [32].



Capitulo 4

Numero finito de fotones

En este capitulo estudiaremos las restricciones de los operadores del campo elec-
tromagnético como oscilador armoénico — en particular, los operadores de creacion,
aniquilacién, niimero y, sobre todo, posicién — cuando se toma un espacio estado que
contiene Unicamente un numero finito de fotones.

Esto puede verse como la restriccién a estados con energia acotada, es decir, subes-
pacios en los cuales el hamiltoniano H = hw(n 4 1/2) tiene valores propios acotados.
En particular, consideramos los espacios de Hilbert H = span{|0),---,|N)} C H.
Tomamos a la accién de los operadores en HY como la misma que en 7, ignorando
contribuciones de vectores de niimero |n) con n > N.!

- Asf,an[n) = Vnln—1)y afy |n) = vVn+ 1|n + 1), mientras que iy = af yay,
En = %(d[\f + fLTN), vV AN = %(d}\r — dTN).

Aqui hay un punto técnico que no es evidente, pero si es importante: los operadores
de creacién y aniquilacion restringidos siguen siendo adjuntos uno del otro, lo que puede
expresarse como ax' = al n. Esto es crucial para que las cuadraturas f y 7 sigan siendo
autoadjuntas, y se debe a que si IIy : H — H™ es la proyeccién ortogonal sobre H™V,
entonces H}LV =1Ily y ay = lyally, por lo cual anT = yalTy.

Esto asegura que las cuadraturas son autoadjuntas, de modo que seran diagonali-
zables dentro de H. Nos dedicamos ahora a estudiar su espectro.

4.1. Primera cuadratura

Dejamos por el momento a la cuadratura de momento, 7y, de lado, pues veremos
luego que es equivalente a la de posicién. Los polinomios caracteristicos de ésta pueden
calcularse de manera facil, por lo menos para N pequena:

« det (éo _ A) — det (% (0) — )\) —

!Técnicamente, dado un operador O : H — H, definimos su restriccién al espacio con N fotones
como Oy : HY — HY | 1a restriccién de O a H” seguida de la proyeccién ortogonal sobre el mismo.

57
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0 1 0
-det(éz—A):det L1 o v2|-a=-ax-9d),
0 V2 0
0O 1 0 o0
> 1 0 v2 0
- _ — 1 _ — )4 _9y2 4 3
det(§3 A) det [ 510 5 0 g | A=A e
0 0 V3 0

y asi, obteniéndose polinomios con coeficientes racionales siempre. Aqui, de nuevo,
nos enfrentamos a una familia de polinomios de grado ascendente, y de nuevo son
polinomios conocidos: puede verse de cualquier libro de funciones especiales (aunque
con esta normalizacién no es inmediatamente evidente) que estos son los polinomios
de Hermite?, o por lo menos los primeros de ellos. En particular, para estos casos se
tiene que
R (_1>N+1
det (gN - >\) = WHNJA()\)» (4.1)

donde se define H,(z) = (—1)"6‘”2$e_””2.

Esta relacién es bastante mas facil de demostrar que con los polinomios de Laguerre
del capitulo anterior. Para ver que se cumple para toda N basta encontrar una relacién
de recurrencia para los polinomios 2V det <é N — )\), expandiendo el determinante

por menores sobre el Ultimo renglén y luego sobre la tltima columna:

1 0 - 0 0
1 0 V2 - 0 0
2N+1det(£N—A):2N+1det 1 (.) \/i O , O 0 Y

V2 : : : i : :
0 0 0 -~ 0 +N
0 0 0 -~ vN 0

—V2\ 1 0 0

1 V2 0 0

:2%det 0 ﬂ " "

*De nuevo, utilizamos la normalizacién y los resultados de [1].
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con lo cual

—V2)\ 1 0 0
1 —V2\ 0 0
2N+ et (éN - /\) — 9N/29) det : :
0 0 —V2)\ N-—-1
0 0 N—-1 —V2)\
—V2\ 1 0 0 0
1 V2N - 0 0 0
N+1 . . . .
—275 VN det : : :
0 0 V22 VN=2 0
0 0 N—2 —V2\x 0
0 0 e 0 N—-1 /N
2\ 0 0
1 0 0

N
2

— 222" det (EN_l - A) — 25 N det

S S
0 . VN-2 VI
:_2A-2Ndet(fN_1—A>—2N-2N_1det<éN_2—)\).

Esto demuestra que los polinomios (—2)N*1! det (é N — )\> cumplen la misma rela-

cién de recurrencia que los polinomios de Hermite,
HN+1({E) = 2.’EHN([E> - QNHN_l(x). (42)

Como coinciden al inicio de la sucesién, deben coincidir para toda IN; esto demuestra
la hipétesis (4.1).

Se obtiene asi una representacién particularmente curiosa de los polinomios de
Hermite, en términos de un determinante particularmente importante de la teoria del
oscilador armoénico,

V2x 0o - 0 0
1 V2 V2 .- 0 0
V2 2 - 0 0

0
Hy(z) = det | V2 , , _ , (4.3a)
o 0 0 - V2 N-1
0 0 0 -~ VN—-1 2z
— oN—1get (éN_l + :c) . (4.3b)

Estos resultados tienen implicaciones importantes para el espectro de una cuadra-
tura finita como £y, que consta exactamente de los ceros del (N + 1)-ésimo polinomio
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de Hermite, Hy1. Esto es, en principio, una mala noticia: pueden encontrarse formu-
las exactas para los ceros de los primeros polinomios — incluso hasta Hy — pero no hay
férmulas exactas generales para los ceros de ahi en adelante.

Por ello, el problema de la diagonalizacién de f ~ pudiera parecer insoluble: si no
se conocen los valores propios, encontrar los vectores propios parece poco menos que
imposible. Se conocen muchos resultados aproximados sobre los ceros en cuestion,
pero una aproximacién para el valor propio — por buena que sea — sélo puede dar un
vector propio aproximado. Mds atn, si se utiliza un valor propio aproximado en un
intento numérico de encontrar el vector propio, el error de la aproximacion en el vector
sera dificil de cuantificar.

Sin embargo, como veremos a continuacién, el problema si tiene una solucién bas-
tante completa: pueden obtenerse formulas explicitas para los vectores propios en térmi-
nos de los valores propios, que requieren una aproximacion numeérica al valor propio
Unicamente si se requiere lo mismo para el vector propio, en cuyo caso la calidad de
aproximacion es facil de estimar. Esto se debe a que, aunque no se conocen férmulas
cerradas para los ceros, si se conocen muchos resultados sobre los polinomios que los
describen, asi como sobre su ntimero y distribucién.

Antes de comenzar, conviene cambiar la normalizacion de los polinomios de Hermite
a la utilizada en estadistica, He,(z) := (—1)”69”2/2(%—2”6_“32/2, que se relaciona a la
mencionada arriba mediante He, (z) = 2="/2H,,(x/v/2), o alternativamente H, (z) =
on/2 Hen(ﬁx). En particular, los polinomios Hep tienen coeficiente principal 1, y
cumplen con la relacion de recurrencia

He,t1(x) = x He,(x) — nHep— (). (4.4)
Con esta normalizacion, se tiene
det (\/iéN + )\) = Hen41(N);
Andlogamente, para simplificar las cuentas, en vez de buscar diagonalizar a é N, lo hare-
mos con —/2€y. Es decir, buscamos vectores |v) € HY tales que (ﬂéN + A) |v) = 0.

Escribiendo |v) = Zfl\;o Un |n), este problema se escribe

A1 0 -+ 0 0 vo 0
1 A V2 -+ 0 0 o 0
0 vV2 X -+ 0 0 Vo 0
. . . . . =1 . 1. (4.5)
0O 0 0 -+ X /N UN_1 0
0 0 0 -+ VN )\ N 0

Ahora llevamos a la matriz a una forma triangular. Empezamos multiplicando el
segundo renglén por A2 restandole el primero, y luego multiplicando el tercer renglén
por A2 — 1 y restandole /2 veces el segundo:

3En este paso, y los siguientes, se multiplican renglones completos de la matriz por cantidades que
podrian ser cero (y en algunos casos llegan a serlo). Sin embargo, el problema puede ignorarse, ya
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A1 0 - 0 0 A 1 0O - 0 0
1 A V2 -+ 0 0 0 XN2—1 V2\ 0 0
0 V2 A 0 0 0 V2 A 0 0
) ) ) — . )

0 0 0 --- X N 0 0 0 A VN
0 0 0 --- VN ) 0 0 0 VN )
A 1 0 0 0 0

0 N2—1 V2 0 0 0

0 0 AAX=3) V3\2-1) 0 0

10 0 V3 A 0 0

0 0 0 0 v XA VN

0 0 0 0 o VN A

Aqui se reconocen a los elementos diagonales ya obtenidos como los primeros
polinomios de Hermite, en su nueva normalizacién: He;(\) = A, Hea(A) = A2 — 1,
Hes()\) = A(A\? — 3), etc. Andlogamente, los elementos fuera de la diagonal son tam-
bién polinomios de Hermite: en el k-ésimo renglén y (k + 1)-ésima columna, donde
0 <k <N —1, aparece vk + 1 Heg(\).

Queda entonces claro que este procedimiento puede extenderse a toda la matriz:
si se ha efectuado el procedimiento de arriba para los primeros k — 1 renglones, se
tendra entonces una matriz de la forma

0 0 -~ 0 Heps1(A) vVE+1Hey(A) 0 0
00 -+ 0 VE+l A VEF2 0

o O

Aqui se multiplica el renglén inferior por Hey11(\) y se le resta v/k + 1 veces el superior,
para obtener cero en la entrada que tiene vk + 1. La entrada que tiene vk 4+ 2 cambia
entonces a vk + 2 Hey1(\), mientras que la entrada diagonal cambia de A a

AHep11(A) — (k4 1) Heg(A) = Hepp2(A),

debido a la relacién de recurrencia (4.4).

Esto implica que, por induccién sobre k, el sistema puede transformarse completo
a una forma triangular superior, con elementos de la forma Heg(\) en la diagonal

que dichos pasos son necesarios inicamente como “muletas” para construir la solucién. Al obtener la
solucién final, puede demostrarse que lo es sin importar que se haya multiplicado por cero.
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principal y vk Hey41()\) en la subdiagonal superior. En particular, se tiene

Hel()\) Heo()\) 0 0 o 0
0 Heg()\) \@Hel()\) 0 V1 0

0 Heg(/\) \/gHeg()\) 0 () 0

0 Hen(\) VNHey_1()\) UN—1 0

0 0 Henyi1(N) UN 0

Este sistema es claramente singular (y por ello tiene soluciones no triviales) cuan-
do Hen41(A) = 0, como debe de ser ya que esos son precisamente los valores pro-
pios buscados. Sin embargo, también es singular cuando Hex(A\) = 0 para cualquier
k=1,2,...,N, lo cual es un artificio y agrega soluciones falsas, por lo que cualquier
candidato a solucién debe ser cotejado con el sistema original.

Ya en su forma triangular superior, el sistema es facil de resolver. La primera
ecuacién,

Hel(A)Uo + Heo()\)vl = Avg +v1 =0,

implica simplemente que v; = — Hej (A\)vg = —Avg. Anédlogamente, la segunda ecuacién
implica que vy = — Heg(\)v1/v/2 Hey(A) = % Hey(\)vg, mientras que de la tercera se

obtiene vy = — Hez(\)ve/v/3 Hea()\) = —\/% Hes(A).

De aqui se obtiene el patrén general:

(=D*
NG

Aqui vy es una constante arbitraria que puede escogerse para asegurar la norma-
lizacién. El vector v no se anula salvo que vg lo haga, y cumple idénticamente las
primeras N ecuaciones sin importar el valor de A. Esto se cumple tanto para el sistema
transformado como para el original, gracias a la relacién de recurrencia (4.4). Por ello,
puede calcularse que

v = Heg(A)vg para k=1,2,...,N. (4.6)

(\/55N + A) [v) = (VNuy-1 + dox) [N)

(T e 00 AT Hen ) ) o )
N_1 Vs "

— (\_/%V (AHen(X) — NHen_1(A)) v [N)

Y

He]v 1 A Vo N s
- Hexaa (Ao )
de nuevo sin importar el valor de A. Cuando A es un cero de Heny1 — de los cuales
hay N + 1, tantos como la dimensién de H”Y — se obtiene un vector propio de &y, con
valor propio —\/ V2, lo cual resuelve el problema de diagonalizar &y .
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4.2. Espectro puntual de la primera cuadratura

Ahora bien, esta solucién al problema de diagonalizar f ~ puede llevarse bastante
més lejos. Tomando al vector definido en (4.6) como una funcién de A, definimos

N

(—DF
A) = czv(>\)kZ:O N Her(A) [k) , (4.7)

vista como una funcién de R en HY, y no tinicamente sus valores en los N + 1 ceros
de Hey11(\) = 0. La constante arbitraria vy fue reemplazada por cy(\) para enfatizar
que puede depender de Ay N.

Como ya demostramos, la funcién A — |A) cumple con la propiedad

(Vaéy +A)13) = b%v Hew 1 (Nex(V) [N) (48)
Cuya norma €s
3 = [[(VaEw + ) ||| = 5 Hena(Pex (V)2 (1.9)

y por supuesto se anula en los valores propios adecuados. Lo verdaderamente intere-
sante es que cuando N es grande, la funcién dy () asi definida no sélo tiene més ceros,
sino que también tiende a cero de una manera uniforme. Como dy () indica en algin
sentido qué tan lejos estd |A) de ser un vector propio de é N, €s0 puede interpretarse
como que, para N grande, f N tiene a un continuo de “vectores propios aproximados”,
los vectores |A) para A € R no necesariamente un valor propio, donde la indicacién de
la calidad de la aproximacién es justamente dy ().

Antes de demostrar esto hay que cuidar un detalle técnico, debido a la constante
de normalizacién ¢y (A). Tiene poco interés decir que (\/ﬁé N+ )\) |A) tiende a cero si

|A) también tiende a cero, de modo que hay que escoger la constante cy(A) de manera
que |A) tenga una normalizacién constante. Por ello, es natural pedir que

1= (A\) =en(A Zk, Hey, (A

Esta suma es un polinomio de grado 2N, que afortunadamente puede ser evaluada
de manera exacta, de nuevo gracias a la férmula de Christoffel-Darboux, (3.31):

" 1 . kn fn—l—l(x)fn(y) - fn(fv)fn—&-l(y)
mZ: hf y) B kn+1hn r—=y 7

donde si f, = He,, los coeficientes apropiados son k, = 1y h, = v2mn! [1, 22.2.15].
Asi, para A\ # i se tiene que

N

1 1 Heyyi(\)H ~ Henx(\)H
Y~ — Her(A) Heg () = — en-+1(A) Hey (p) — Hen (A) Hewy1 (1)
il NI N—p
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En nuestro caso interesa esa suma cuando A = p, lo cual puede lograrse tomando el
limite u — A en ambos lados. El lado izquierdo es trivial, mientras que el lado derecho
se resuelve con la regla de L’Hopital. Asi,

| Hen (A) Hely,(A) — Hen i1 (M) Hely(A)  Heypi (V)2 d [ Hen(N)
kZ_Ok!He’“(A)z: o NI . = ;71' dA[HeNH(A)]’

Esta ultima expresion puede utilizarse para obtener una forma cerrada para dy(A),
de la siguiente manera. Sustituyendo ¢y () se tiene que

_ HeN+1(/\)2
Hen (V) Heyy, () — Hen 11 (V) Hehy ()
1
& [Hen(A)/ Hen1(M)]

dn (M)

M4s atin, si se utiliza la recursién He),(x) = nHe,_1(x) puede simplificarse lo anterior
notando que

Hey(A\) 1 Hey,(A) 1 d

- = —In(H A
Heni1(A\) N+ 1Henyi1(A) N4+1dA n (Hent1(A)),

para obtener la ecuacién
N+1
5 i
&z I (Hen11(N))]

dn(A) = — (4.10)

Esta relacion, aunque es particularmente simple y ciertamente no carece de belleza,
es poco T1til, sin embargo, cuando se trata de evaluar numéricamente a dy(A), o de
examinar sus propiedades. Para esos fines, conviene sustituir He),(z) = nHe,_1(x)
directamente, obteniéndose

Hen1(N)?
(N + 1) HeN()\) HeN()\) — NHeN_H()\) HeN_l(/\) '

dy(N) = (4.11)
Eso deja en claro que para A suficientemente grande, dy(A) es un cociente de
polinomios ménicos, uno de grado 2(N + 1) y otro de grado 2N, con lo cual para A
grande se comporta como \?:
PRREUN{CY,
im

=1.
Aooo A2

Para A relativamente pequeno la cosa cambia, y es mucho mas interesante. Siendo
proporcional a Hepx 1(A)? con un denominador finito que no se anula, dx()\) es regular
y tiene exactamente N + 1 ceros, que corresponden, como se dijo arriba, a los N + 1
vectores propios de &y en HY. Dichos ceros estdn acotados (cf. [1], ecs. (22.15.40),
(22.15.41) y (22.16.8)) por v/2v/N + 1, por lo que su separacién es aproximadamente

V2N +T1/(N +1) = /527



4.2. Espectro puntual de la primera cuadratura 65

Esto permite, por otro lado, mejorar la aproximacién anterior cuando A es grande,
y cuantificar qué significa “grande” en este contexto. En particular, la aproximacion
vale después del ultimo cero, y puede demostrarse que

N(5— N)

2 +.-- para A>VN.

dny(A) = X2 — 3N +

Para hacer precisa la afirmacién de que la separacién de los ceros se aproxima por

V/2/(N + 1), hay que recurrir a una expresién asintética para dy(\), que se obtiene
de la de He,(x): para x fija y n — oo, se tiene que (cf. [1], ecs. (13.6.38) y (13.5.16))

He,(z) = 2n\/;_2f <n—2k 1> e2*” cos (m n— n%) [1 + O(nil/z)} :

Para obtener de ahi una expresién para dy(A) hay que atacar primero el denominador
de (4.11), lo cual conviene hacer por partes:

T 2

2Ner” 4r (N +1\VH
=(N+1) T ( +> cos2<:c\/N—Ng>

e
T N+1 2e

(N +1)N+! [1+COS(2\/N$—N7T)]
=" e WF)(N 4 1)NH! [l—i—( Hy cos(%ﬁx)]

(N +1) Hoy(3) Hey(3) ~ (N -+ 12 <N 3 1>2 cor” (/N - N)

Q

~(N+1) (7

por un lado, mientras que por otro

N Hen1()\) Hey— 1()\)~N2N F<N+2) @7) cos 1—(N+1)2)
<“T‘/N7 (V- 1)2)

%N2 N+2 <N2t2 \/%@Ve)
xcos(x N+1—-(N +1)2>cos<:c\/W—(N—1)g>

+1

— e WH) (N(N 1 2)) 2 [cos (x\/N—l—l—:z\/N—l—W)

ol

+ cos (;U\/N+1+x\/N— 1 —Nw)]

N+l 2z
ooy o o i)
=e"e (N+1) ) cos N ESESV RS
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+(=1)N cos (2 (VN +1+ VN - 1))}
~ e e N (N 1) — 1)% [— cos <\/%> + (=D cos (2\/Nx>} :

donde ademads

N+l 1 = 1
N+12-1) 2 =(N+D)V {1 —— ~(N+D)VH (1 - ——
(V+1)?-1) (N+1) N1 1) (N+1) SV )

por la serie binomial hasta su segundo término.
Entonces, restando ambos resultados, se obtiene que

(N +1)Heny(A) Hen(A) — NHenq1(A) Hey—1(N\) =

~ e em (D (N 4 )N+ <1 + (=1)N cos (2\/Nx

)
(st Fom () oo

et em (VDN 4 )N [1 + cos <\/%> + 2((;[1?1) cos (2\/N:c)] .

Finalmente, utilizando la expresion asintdtica para el numerador,

2N+ /N +2
Hen1(z)? ~ r ( + ) e”’ cos? (a:\/N +1—(N+ 1)E>

s 2 2
Nt gy (N4 2\ T
~ VNT1—(N+1 7)
T N+2< % ) €08 (m 1=+ D3

R~ e‘”ze_(NH)(N + 2)N+1 [1 + cos <2\/N +1lx— (N + 1)7?)}
A exze_(N+2)(N 4 2)NV+t [1 + (=1)M*L cos (2\/]\7 + lxﬂ ,
obtenemos la expresién deseada para dy(A),

1 <N+2>N+1 1+ (=1)N*1cos (2v/N +12)
N+1 1+cos<ﬁ>+%cos(2\/ﬁ)\>

dn(A) =

e

Esto puede simplificarse, utilizando el limite (1 + %)n — e para eliminar el primer
coeficiente. Entonces, ignorando los términos en ﬁ, se obtiene finalmente

14 (=1)N*cos (2¢/N + 1))

()~ 14 cos (ﬁ) '

(4.12)

Esta expresion es valida cuando A < v/2v/N, y como el denominador oscila len-
tamente, no alcanza a anularse y la funcién es siempre regular. Esto demuestra que
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los ceros de dy(\) estdn igualmente espaciados, con una separacién aproximada de
7/v/N + 1 entre ceros subsecuentes.

Podemos ahora acabar nuestro andlisis del espectro de é ~, cuando N es grande.
Vimos arriba que sus valores propios se encuentran entre —/2(N + 1) y \/2(N + 1),
es decir, en intervalos cada vez mas grandes, mientras que en el interior del intervalo se
encuentran igualmente espaciados, con separaciones 7/v/N + 1 cada vez més pequenas.

Esto quiere decir que si N es grande, puede considerarse al espectro como un
continuo, es decir, que el espectro o({y) tiende a ser todos los reales. Esta nocién de
limite parece bastante vaga, pero si puede hacerse precisa. Por ejemplo, se tiene que

Jim o En) ﬂ U = (4.13)

k=0 N=k

donde la linea representa la cerradura topolégica en R.4

Este limite es importante, pues el procedimiento completo — la restriccién de un
operador a un espacio de dimensién finita para su estudio, para posteriormente tomar
el limite a infinito de dicha dimensién — coincide exactamente con el del formalismo de
Pegg y Barnett para el estudio de la formulacién cudntica de la fase éptica [5, 41].

El resultado de Pegg y Barnett es andlogo al nuestro: obtienen para la cantidad
e’ un espectro que consiste en N + 1 puntos igualmente distribuidos en el circulo
unitario, que cuando N tiende a infinito se acercan, en el sentido de (4.13), a ser todo
el circulo unitario. En este sentido, el presente capitulo puede verse como un estudio
de la cuadratura é en el formalismo de Pegg y Barnett.

Regresando a dy (), tenemos en resumen que para A grande se comporta como
A2, mientras que para A pequeiio oscila senoidalmente entre 0 y 1, con una ampli-
tud que crece ligeramente con A. Presentamos en la figura 4.1 ejemplos tipicos del
comportamiento de dy ().

Aqui vale la pena considerar exactamente qué significa el que en la regién de los
valores propios dy(\) oscile entre 0 y 1. Por la normalizacién que se escogié, con
(A\|A) = 1 para cada N, esto significa que siempre existen \’s tales que dy(\) =

|vagn + ] = (.
Podria entonces parecer que el vector |\) llega a estar todo lo lejos posible de ser
un vector propio, pero esto es incorrecto. Por ejemplo, para el dltimo vector de la

. 2
base se cumple H(\/§§N + ) \N>H = N+ )2 > N, de modo que la curva A — |))
si estd mucho mas cerca de tener inicamente vectores propios de lo que en principio se
podria esperar, lo cual justifica parcialmente el nombre “vectores propios aproximados”

aunque no se da lo que uno en principio pedirfa para tal concepto — que dy () tendiera
a cero de manera uniforme con N — oo.

4Esta nocién de limite es bastante 1til: por ejemplo, es con esta definicién que puede hacerse precisa
la nocién de que los hiperboloides x° + 3% — 2% = +a? “tienden” al cono 2% + y* = 2 cuando a — 0,
o bien que los elipsoides z2 + 3% + i—i = 1 “tienden” al cilindro z? 4+ y?> = 1 cuando se hacen més
alargados y ¢ — oo.
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1dn(A)

Figura 4.1: Gréfica de dy () en funcién de A para N par de 0 (verde) a 10 (rojo) y 12 (negro).
Se observa que la separacion entre los ceros disminuye al mismo tiempo que el intervalo en el
que ocurren crece. Ademas, la amplitud de la oscilacién se mantiene basicamente constante.

4.3. Cuadraturas arbitrarias

Consideramos ahora al operador de momento 7, asi como una clase general de
operadores conocida como cuadraturas. Estas se obtienen de los operadores de posicion
y momento, f y 7, mediante una transformacién canoénica; en particular, mediante una
rotacién del espacio fase por un dangulo 5. Asi, se definen los operadores

g = cos(B)€ + sen(B), (4.14a)
g = —sen(B)E + cos(B) 7. (4.14b)

De ahi se obtiene facilmente que 55 = cos(B)€+sen(B)7 = cos(3) &\J;%T +sen(p) ag/cg

= % [(cos(B) — isen(B))a + (cos(B) + isen(B))al] = % [e=%a + efal]; andlogamen-
te, g = % [e=%a — eal] . Como cos(B +m/2) = —sen(B) y sen(B + m/2) = cos(B),
se puede ver que fﬁ+7r/2 =73 Y Mgtnj2 = —ég. En particular, se tiene que & = fﬂ/z, de
modo que para investigar a cualquier cuadratura de momento 7 y, en paticular, a 7,
basta tnicamente con estudiar a fﬂ.

Dicho estudio resulta a estas alturas trivial, ya que todas las cuadraturas son si-
milares, en el sentido técnico. En particular, las liga la transformacién unitaria que
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cambia la fase de la base de ntimero de |n) a €™ |n), misma que puede expresarse
como U(B) = €. Para esta transformacién se cumple que

U(B)aU(B)! |n) = ePae= |n) = ePhae " |n) = /ne e |n — 1)
= /ne e I — 1) = e P |n),

de modo que U(B)alU(B)" = e~"a y, tomando la adjunta, U(B)a'U(p)F = eBal.

Esto quiere decir que ff@ =U (B)EU (8)f, con lo cual Ey éﬁ son similares para
cualquier 5. Por ello, tienen exactamente los mismos valores propios y sus vectores
propios estédn apropiadamente relacionados por la transformacion de similaridad U(3);
lo mismo ocurre para el vector |\) de arriba, de modo que la funcién dn(A) no se altera.

Lo anterior depende, por supuesto, de que las relaciones derivadas arriba entre é
y ég se mantengan al pasar del espacio completo H a los espacios dimensionalmente
finitos H~. Eso ocurre porque el operador de proyeccién Iy : H — H™ conmuta con
la transformacién canénica (por ser esta ultima lineal) asi como con la transformacién
de similaridad U(/3), ya que ambos son diagonales en la base de numero.

4.4. La matriz de Jacobi

Nos enfocamos ahora en un aspecto bastante particular de los resultados encontra-
dos en este capitulo, a saber, el polinomio caracteristico de la cuadratura de posicién,
dada por (4.1):

R (_1)N+1
det (fN - )\> = 2NﬁHNJrl(A)

Esta expresién puede simplificarse considerablemente. En primer lugar, el signo
menos puede absorberse en el determinante para obtenerse Hy.1(\) = 2+ det(\ —
é ~); como todas las cuadraturas son similares, ahi puede cambiarse f N por —é N sin
perder generalidad. En segundo lugar, si se cambia la normalizacion de los polinomios
de Hermite a la usada arriba, He,,(\) = 27"/2H,,(\/+/2), se obtiene

N+1 A N+1 A A .
He N =2""2 H | =272 det | = + >:det A+ V2 )
N+1(N) N+1 (\@) <\/§ EN ( fN)

Es decir,
A1 0 -+ 0 0
1 A V2 -+ 0 0
0 vV2 X -+ 0 0
HeN+1()\):det . . . .
0o 0 0 -+ X VN
0 0 0 - VN A

Podemos ahora darle la vuelta a esta expresion, y verla como una nueva represen-
tacion de los polinomios de Hermite, aniadida a las bien conocidas como la férmula
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de Rodrigues y la funciéon generadora. No necesariamente es una expresién 1util para
el calculo numérico del polinomio, pero si es sorprendente y estd, como hemos visto,
muy relacionada con la teoria que rodea a los polinomios de Hermite, mismos que
en particular describen la base de niimero con respecto a la que se toma este ultimo
determinante.

Podemos ahora generalizar, y preguntarnos si es posible encontrar representacio-
nes en forma de polinomio caracteristico para una familia arbitraria de polinomios
ortogonales, o por lo menos para las familias clasicas.

Un primer requisito para la existencia de tal representacion es trivial: como todo
polinomio caracteristico es ménico (es decir, tiene coeficiente principal igual a 1), de-
bemos pedir lo mismo para nuestra familia de polinomios. Esto siempre puede hacerse,
cambiando la normalizacion de la familia, aunque ello signifique que los polinomios
dejen de ser ortonormales.

Con esta objecién fuera del camino, demostraremos ahora que si es posible encon-
trar dicha representaciéon. Comenzamos definiendo una familia de matrices simétricas
tridiagonales J (") en términos de dos sucesiones de pardmetros, aj, (conn=0,1,2,...)
y by (conn=1,2,3,...) de la forma

a by 0 - 0 0
bl al b2 0 0
0 by ag --- 0 0
A I (4.15)
0 0 O An—1 bn
0 0 O bn  an

Entonces, expandiendo por menores a lo largo de la ultima columna y luego a lo
largo del dltimo renglén, de manera andloga a lo hecho anteriormente con el polinomio
caracteristico del operador de posicion, se obtiene la relacién de recurrencia

det (A + J<">> = (A + ay) det (/\ + JWU) — 52 det ()\ + J<H>) . (4.16)

Esta relacién es la forma general de la relacién de recurrencia de una familia cual-
quiera de polinomios ortogonales; el Unico requisito — excluyendo el caso de que las b,
sean imaginarias — es que la medida de ortogonalidad sea definida positiva, de modo
que ningin polinomio tenga norma negativa. Las condiciones iniciales para esta rela-
cién de recurrencia, los polinomios 1 y A + ag, son de nuevo suficientemente generales
para cubrir a una familia arbitraria de polinomios ortogonales moénicos.

Mads aun, dada una familia arbitraria de polinomios, puede obtenerse facilmente
(donde la facilidad depende de la informacién con que se cuente sobre dichos polino-
mios) la relacién de recurrencia, y de ella se obtienen facilmente las entradas, las a,, y
by, de las matrices J(™) cuyos polinomios caracteristicos son los polinomios dados.

Esta matriz se conoce en la literatura de funciones especiales como la matriz de
Jacobi de cada familia de polinomios, y se conoce desde hace algin tiempo. El primero
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en utilizarla de manera fundamental fue Jacobi, en su estudio de las cuadraturas de
Gauss [20, pp. 152-153] (es decir, de la aproximacién a la integral de una funcién
mediante su evaluacién en un nimero finito de puntos).

En ese campo esta representacion sigue siendo particularmente util, ya que los
puntos donde se evalia la funcién a integrar suelen ser los ceros de una familia de
polinomios [20]. Los resultados de esta seccién permiten encontrar dichos ceros como
los valores propios de una matriz rala, y por lo tanto hacen el problema accesible a los
algoritmos del dlgebra lineal, que suelen ser particularmente eficientes [33].

Esta representacién no es directamente 1til para el calculo numérico de los polino-
mios, pero si aparece en algunos algoritmos comunes como el de Lanczos [20, p. 212]
o en algoritmos de célculo de los coeficientes de recurrencia por discretizacién de la
medida de ortogonalidad [20, p. 98]. Ademds, es de utilidad en el estudio de la funcién
generadora de momentos, < una™ para p, = [ t"du(t) [3, pp. 266-269], con la cual
se puede recuperar la medida ; con respecto a la cual es ortonormal una familia dada
de polinomios.

Finalmente, el estudio de matrices de Jacobi como operadores, ya sea en espacios
de dimensién finita o infinita, es interesante por derecho propio [14, pp. 13-35] tanto
por la riqueza de los resultados obtenibles como porque dichos operadores aparecen
naturalmente en varios contextos, particularmente los relacionados a la teoria de re-
presentaciones de grupos [24, 37, 38, 55, 56]; nuestro caso particular con los polinomios
de Hermite es un ejemplo de ello, donde el grupo en juego es el de Heisenberg-Weyl.

Mencionamos aqui una tultima propiedad de la matriz de Jacobi: si se obtiene,
dada una familia de polinomios ortogonales, su representacién como los polinomios
caracteristicos de las matrices de Jacobi correspondientes, entonces el Teorema de
Cayley-Hamilton asegura que los polinomios se anulan en la matriz correspondiente.

Asi, si se empieza con una familia de polinomios {fo, f1, f2,...} v se les expresa
como los polinomios caracteristicos f,(A) = det(A — J(™) para matrices J™ de la
forma de (4.15) apropiadamente escogidas, entonces el Teorema de Cayley-Hamilton
asegura que

fa(J™) =0.

Es decir, se asegura la existencia de soluciones matriciales de la ecuacién f,(X) = 0.
En nuestro caso particular, donde las matrices de Jacobi son los operadores de
posicion restringidos, encontramos asi soluciones matriciales explicitas y elementales
de la ecuacién
He, (X) =0,

para cada n. Esto no es un resultado trivial, sobre todo si se considera la misma
ecuacién, He,(z) = 0, pero con variable real x: ahi se conocen la existencia y nimero
de las raices, asi como un buen nimero de propiedades, pero no se conocen expresiones
exactas para los ceros salvo en los primeros casos.

Por supuesto, la solucién X = \/if N 1o es, ni mucho, la tnica solucién de He, (X) =
0, pues — por ejemplo — pueden obtenerse soluciones utilizando matrices diagonales de
cualquier tamano cuyas entradas sean los ceros de He,(xz) = 0. Dejando abierta la
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pregunta de la posible existencia de otras soluciones, lo que si podemos hacer en este
momento es caracterizar exactamente el resultado que ya demostramos.

La diferencia fundamental entre nuestra solucion elemental y las otras mencionadas
arriba es que, en su representaciéon diagonal, nuestra solucién contiene como valor
propio a cada cero de He,(z) = 0 exactamente una vez, de modo que He, () no sélo
es su polinomio caracteristico, sino que es su polinomio minimo.

Paréntesis matematico 4.1. Polinomio minimo

Dada una matriz arbitraria M € M, ,(C), el Teorema de Cayley-Hamilton
asegura la existencia de un polinomio, que de hecho es el polinomio carac-
teristico de M, f(\) = det(A — M), bajo el cual M se anula, es decir, tal que
f(M) =0.

Esto quiere decir que el conjunto de ntumeros naturales S = {n € N :
existe g polinomio de grado n tal que g(M) = 0} es no vacio y por tanto tiene
un minimo. Es decir, existe un polinomio de grado minimo p(x) que anula a
M . Este polinomio se conoce como el polinomio minimo de M.

Puede demostrarse [19, pp. 516-524] que p(x) es tnico salvo por una cons-
tante multiplicativa, y por tanto tinico si se pide que sea moénico. Més atn,
p(z) divide a cualquier polinomio g(x) que anule a M y tiene exactamente los
mismos ceros que el polinomio caracteristico de M. Tiene el grado maximo
posible (igual a la dimensién de M) cuando C" es M-ciclico (es decir, cuando
existe v € C" tal que {v, Mv,...,M""1v} es base de C") y el grado minimo
posible (igual al nimero de valores propios) si y sélo si M es diagonalizable.

En particular, p(z) tiene a cada valor propio de M con multiplicidad igual
al nimero de bloques de Jordan en los que aparece, de modo que si M es
diagonalizable cada cero aparece una tnica vez y p(z) coincide con el polinomio
caracteristico si y solo si todos los valores propios son distintos.

Asi, pedir que He,(x) sea el polinomio minimo de una matriz A equivale a decir
que A tiene a cada cero de He,(z) como valor propio de multiplicidad 1. Por ello, los
valores propios de A coinciden con los de ﬂé N en posicién y multiplicidad, de modo
que ambas matrices son similares: existe @ € GL(C,r) tal que A = Q_I\/iéNQ, lo
cual caracteriza completamente a A.

Ademas, como este argumento depende tinicamente de que todos los ceros de He,, (z)
sean distintos, el resultado vale siempre que ese sea el caso. De hecho, tal cosa ocurre
para cualquier familia de polinomios ortogonales cuya medida de ortogonalidad sea
definida positiva [54, p. 44].

Cerramos esta seccién con otro ejemplo, particularmente simple e interesante, de
la representacién en matriz de Jacobi de una familia clésica de polinomios ortogonales.
Consideramos una matriz con la misma estructura que £y, pero ahora omitiendo las
raices cuadradas:
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0 1 0 0

1 1 0 0

01 0 0
cn) =

0 00 ... 01

000 ... 10

Un célculo sencillo da los polinomios de las primeras C™: det(A — CM) = X y
det(A — C®) = A2 — 1; la relacién de recurrencia, por otro lado, se obtiene de (4.16):

det(\ — C(n+1)) = Adet(\ — C(n)) — det(\ — C(n—l)).

Con esto basta para identificar a estos polinomios como los polinomios de Chebyshev
del segundo tipo, definidos por

sen((n +1)0)

Uy (cos(0)) = sen(0)

pues cumplen la misma relaciéon de recurrencia y las mismas condiciones iniciales. En
particular,
Upn(A) = det(2X — C™).

Como queda claro de la definicién dada arriba, el estudio de los polinomios de
Chebyshev se facilita tremendamente si se toma su variable igual al coseno de un

angulo 6. Por ejemplo, queda claro que sus ceros ocurren cuando 6 = nk—fl, de modo
que
Un(A) = 0 A s ke (1,2 1,n})
= =cos | —— ara ..,n—1,n
n n + 1 p ) b b ) b
y en ese caso 2\ = 2cos (f—ﬁ) es un valor propio de C'™. Esta identificacién no es

fortuita: C™ coincide con el operador de fase 2¢08(i¢) en el formalismo de Susskind-
Glogower de la fase cuantica [21, pp. 36-39], cuando se restringe el segundo al espacio
de fotones finitos H" en el que trabajamos en este capitulo.
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Capitulo 5

Conclusiones

Este trabajo presenta tres contribuciones principales, correspondientes a los capitu-
los 2, 3 v 4, respectivamente. En el capitulo 2 se presenta la cuantizacién del campo
electromagnético en regiones libres de cargas, lo cual simplifica el tratamiento al evitar
la necesidad de utilizar los campos potenciales.

Sin embargo, al presentar la cuantizacion se evita recurrir a la solucién clasica, co-
mo se hace en varios libros de texto, lo cual va en contra del principio de cuantizacién
candnica, el cual opera al nivel del hamiltoniano y sus variables pero no de sus solucio-
nes. En cambio, se cuantiza el formalismo hamiltoniano en su formulacién compleja,
para después desacoplarlo, con un cambio mecdnico-cuantico de variables, en variables
reales e independientes.

La esperanza al utilizar este enfoque sobre la cuantizacion es presentar un trata-
miento claro de como se cuantiza el campo electromagnético sin entrar en los detalles
técnicos, bastante mas complicados, que surgen al incluir particulas cargadas en el sis-
tema. Adicionalmente, se demuestra que puede llegarse a la misma descripcién cudntica
del campo electromagnético sin pasar por los potenciales, cuantizando directamente
los campos de fuerza, E y B.

Por supuesto, este enfoque tiene sus desventajas. Al utilizar coordenadas cartesia-
nas en la cuantizacion, se obtienen vectores de polarizacién que no dependen de la
posicién, lo cual es crucial en el proceso de cuantizacién; si se intentaran utilizar otras
coordenadas, las constricciones V- E = 0y V - B = 0 serfan mucho mas dificiles de
asegurar, tanto asi que necesitarian alteraciones al proceso de cuantizacién candnica
mismo, pues debe cuantizarse entonces un sistema hamiltoniano con constricciones.

Adicionalmente, como se ignord la presencia de particulas cargadas a la hora de
dar un formalismo hamiltoniano para el campo y cuantizarlo, a la hora de describir
la interaccion de las cargas con el campo cuantizado deberan proponerse energias de
interaccién ad hoc, que no pueden deducirse de primeros principios ni de energias
clasicas ya conocidas, y que pueden unicamente, a lo més, reflejar formalmente a sus
contrapartes cldsicas. Sin embargo, vale la pena considerar la cuantizacién sin cargas
ni potenciales como una ruta sencilla y limpia al campo cuantizado.

El capitulo 3 comienza con una exploracién matemadtica de la estructura que le
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impone al espacio de estados H el requisito de la cuantizacién canénica de la existencia
de operadores é , 7 tales que [é , | = il. Asi, se obtiene el espectro de f y de 7, para
luego repasar la definicién y espectro del operador de nimero, n, y del operador de
aniquilacién, a.

Es este tltimo, proporcional al operador ¢ que es de tanta utilidad en el capitulo 2,
que es de particular interés. A partir de la existencia de, por un lado, vectores propios
cuyo valor propio puede ser cualquier nimero complejo «, y, por otro, de una base en
la que a actia como un bloque de Jordan infinito, se predice, busca, y encuentra la
existencia, para cada numero complejo o de una base infinita con respecto a la cual a
actia como bloque de Jordan con el valor propio deseado.

Es decir, se encuentran los estados que aqui llamamos estados coherentes generali-
zados, |a, k), con respecto a los cuales a actiia como bloque de Jordan, y se caracteriza
su estructura en H: se encuentran dos maneras fundamentalmente distintas de formar
conjuntos completos y se encuentran los productos internos, en términos de los polino-
mios de Laguerre generalizados, entre distintos estados coherentes generalizados. En
particular, se muestra que, en contraste con los estados coherentes, los estados cohe-
rentes generalizados si pueden ser ortogonales unos con otros, lo cual podria ser de
utilidad al disenar esquemas numéricos para aproximacién de estados cuanticos.

Ademds, se describe la evolucién temporal de los estados coherentes generalizados
bajo el hamiltoniano de oscilador armoénico, se calculan la energia y su dispersion, y
se demuestra que los estados coherentes generalizados coinciden con los estados de
ntumero desplazados, como se conoce en la literatura al resultado de actuar con el
operador de desplazamiento sobre la base de niimero.

Asi, se describe la estructura analitica particularmente rica del operador de aniqui-
lacién, junto con su interaccion con la estructura del espacio de Hilbert, esperando que
sea de utilidad para la descripcién del campo cuantizado en sistemas més complicados.

Finalmente, en el capitulo 4, en una linea independiente, se consideran las cuadratu-
ras del campo (y como ejemplo representativo a la posicidn, é), cuando se les restringe
a espacios de dimensién finita, en los que los estados tienen accesible tinicamente un
numero finito de fotones (que luego puede hacerse tender a infinito). Ahi se demuestra
que el polinomio caracteristico de las cuadraturas restringidas es, salvo por constantes,
un polinomio de Hermite, cuyos ceros dan los valores propios de la cuadratura.

Maés ain, se encuentran féormulas explicitas para los vectores propios, de nuevo
usando los polinomios de Hermite, en términos del valor propio, A, y se demuestra que
dicha férmula define un vector que estd notablemente cerca de ser un vector propio
incluso si A no es un valor propio, por lo que puede considerarse un vector propio apro-
ximado. Para investigar esto, se propone una medida numérica de dicha aproximacion,
y se investiga analiticamente dicha funcién, que muestra un régimen oscilatorio y uno
creciente y polinomial.

Se mencionan, ademads, distintas consecuencias matematicas del desarrollo anterior,
y su aplicacién a problemas diversos del analisis numérico y las funciones especiales;
una consecuencia en particular que parece no haber aparecido es que de este trabajo
se desprende la existencia de ceros matriciales de los polinomios de Hermite, que en
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contraste con el caso de variable real si tienen féormulas elementales y sencillas en
términos del grado del polinomio.

El procedimiento de restriccién de la dimensién del espacio bajo consideracién, y
posteriormente el limite de dicha dimensién a infinito, coincide con el formalismo de
Pegg v Barnett para el estudio de la fase Optica para el campo cuantizado. Espera-
mos que este estudio, con sus similitudes y diferencias, permita endender mejor ese
formalismo y sus posibles aplicaciones.
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Apéndice A
Productos internos 11

En este apéndice investigaremos los productos internos entre dos estados coherentes
generalizados arbitrarios, de la forma (o, k|3,1). Conocemos ya su forma cuando k = [,
del resultado (3.33):

(o, KB, k) = Li(18 — of*) (alB) ,

y tenemos una buena idea de su forma cuando k > [. Para ese caso propusimos funciones
P,f_l tales que

{aB)

(o, k13, 1) = P18 = al*)(8 = )k,

5

y demostramos que dichas funciones son polinomios con coeficientes enteros. Nos de-
dicamos ahora al estudio detallado de estos polinomios; en particular, demostraremos
que son multiplos de los polinomios de Laguerre generalizados.

El primer caso de interés, cuando k = [ + 1, ya esta casi resuelto. Al desacoplar
las relaciones de recurrencia para P,g y Pkl, se obtuvo el resultado (3.29), expresando
a P];l en términos de los Plg de orden inferior. Este resultado puede ahora, mediante la
férmula de Christoffel-Darboux, extenderse considerablemente:

Py (z) = Zl B! po (@) = (k — 1) Zl L) = g1 o1 (®) = Li@).

k— k—
m T

Aqui, ademds, puede usarse la relacién [1, 22.8.6]

Ly (@) = o Li() = b (Lele) ~ L (2)

para obtener asi
Py (x) = (k= )L} (),

lo cual demuestra la hipdtesis (3.27).
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Ahora buscamos extender este resultado a P,z para cualquier j positiva. Empezamos
con j = 2, calculando

(o, k + 2|8, k) = <a,k+1 % B,k>
:\/;T2<a,k:+1|((5—a)ya,k>+\/%,8,k—1>)
- (Bk_+a2) (a, k + 1|, k) + \/];F% (k4 1|8,k — 1)
_ (5];:”2) (o, k + 1o, k)
— (Bk_+a2) (a,k + 1o, k) + (ﬁk_fz) ﬁ - (a, kla, k —1)
LB VE VEST e ekt

k

1
—a) (k+2)<k+1)mzzox/m+1<a,m+1|ﬁ,m>.

Entonces, sustituyendo la definicién de P? y el resultado (3.27), se tiene

Plo(B—af) . {alB)
N (T TICESY

= (a,k + 2|8, k)

k

—(B — )2 (a]B) 1 _al?

m=0

es decir,
k
Plop(a) = kY L) (a).
m=0

Esto puede simplificarse derivando la formula de Christoffel-Darboux en su forma

k—1

> Lnla) = - 5 L(a), (A1)

m=0
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ya obtenida, para encontrar que

k—1 k-1 d d2
1 2
mZ:le—l(fﬂ) = _mZ=1 @Lm(x) = @Lk(l‘) = Ly (%),

donde se ha omitido el término constante, de m = 0. Con esto,
PPio(x) = KILE (@),
y finalmente

— (B — a2L2(18 — al? (a]B)
(o, k +2[B,k) = (B —a) Lig(|8 — af7) D)

El caso general del producto interno («, k + 7|3, k) tiene, ahora si, un trato idéntico
a éste, y ya es claro que el resultado sélo puede ser

(a]B)
VE+G) - (k+1)

(o, k + §18,k) = (B8 — ) LL(18 — af?)

que puede ser expresado alternativamente como

(o, B.) =[5 (8~ U IE(15 — o) (al), para k21 (A2)

lo cual completa el analisis.
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Apéndice B
Formulario

Este apéndice recoge resultados importantes, particularmente del capitulo 3, para
ofrecerlos todos en un mismo lugar y asi ayudar al lector a navegar las partes maéas
técnicas de este trabajo.

Asi, consideramos el algebra sobre un espacio de Hilbert H generada por operadores
a, a' que obedecen el conmutador

[a, aT} ~1, (3.5)

y el hamiltoniano

. 1 1
H:M(&Td+2>:m<ﬁ+2>. (3.6)

Encontramos entonces la llamada base de ntimero {|n)}, para la cual 7o |n) = n|n),

allny =vn+1n+1), (3.8)
aln) =+vnln—1), (3.9)

y por ello |n) = ﬁ&m |0).
Encontramos entonces los estados coherentes, vectores propios del operador de
aniquilacién @ con a|a) = o |a), dados por

o) = 4l 5 9 1y eéama*)ﬂwx/ de e~ H(EVE? gy (3.11)

|
n=>0 n: -0

y cuyos productos internos y externos obedecen

o) =e2 @B exp [ =218 — af? 3.12
(afs) = e exp (~ 518 — ) (3.12)

/do‘ ) (a] = 1. (3.13)

™
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En cuanto a los estados coherentes generalizados, fueron definidos como

(af —ar)"
V!

definicién que asegura que fijando el valor propio sean ortonormales:

lo, k) = la) (3.20)
(a, kla,l) = 6k (3.22)

Estos estados obedecen la propiedad de bloque de Jordan con respecto a a, con valor
propio «, que se utiliza en cuatro formas equivalentes:

il k) =alo k) +VE|a k—1), (3.21)
ol k) =ala, k) — VE|a k—1), (3.21')
(a,k|a" = (o, k| o + VE (o, k — 1], (3.21")
(a,l] a* = (o, k| a" — VE (a, k —1]. (3.21")

Igualmente, sus productos externos cumplen que

d2
/ k) (0, 1] = 01 (3.24)
mientras que sus productos internos estdn dados por
(@, k|8, k) = Li (|8 = o) (a]B) (3.33)
dentro de una misma capa, y
l! _ _
(o, klB,0) = \[ 5 (B =) L8 — o) (a]8) para k1. (A.2)

Ademas, cada bloque de Jordan es un conjunto completo,
> lask) (o k| =1, (3.38)
k=0
la cual se demuestra usando la relacién

(aT - a*)k D(a) = D(a)at* (3.36)

para conectar a los estados coherentes generalizados con la base de niimero mediante
el operador de desplazamiento:

la, k) = D(a) |k) . (3.37)
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